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1 Introdu^ao1 

Ha duas decadas assistiu-se ao surgimento dos modelos auto-regressivos de 

heterocedasticidade condicional, ARCH, formalizados por Engle (1982), e posteriormente 

generalizados por Bollerslev (1986), GARCH, dando origem a uma vasta literatura sobre o 

assunto. Antes disso, os modelos econometricos de series de tempo, financeiros e 

macroeconomicos, focalizavam essencialmente a questao do primeiro momento condicional, 

ou seja, os modelos ARIMA. Dependencias temporais de ordem superior eram simplesmente 

tratadas como perturba^oes aleatorias. 

O desenvolvimento desses modelos ocorreu por causa do aumento crescente da 

importancia do risco e da incerteza na teoria economica moderna, e pelo fato de modelos 

como o CAPM de Sharpe (1964) e Lintner (1965) nao funcionarem tao bem empiricamente. 

Assim, em virtude das dificuldades encontradas em testa-los e procurando-se estender as 

fronteiras da econometria de series temporais, desenvolveram-se tecnicas que permitem a 

modelagem temporal de variancias e covariancias. 

O uso dos modelos de heterocedasticidade condicional e analogo ao de modelos lineares 

de series de tempo, ARIMA (p, <i, q), que se baseiam na estimagao da media condicional. De 

modo semelhante, os modelos GARCH baseiam-se na estima^ao da variancia condicional em 

vez de considera-la constante ao longo do tempo. Por este fato, pode-se dizer que a variancia 

em determinado instante depende de variancias passadas. 

A grande contribui^ao de seus criadores esta na distingao de uso entre momentos de 

segunda ordem condicionais e nao condicionais. Enquanto a matriz de covariancia nao 

condicional para as variaveis de interesse pode ser invariante no tempo, a matriz de covariancia 

condicional freqiientemente depende de estados passados da natureza. Ora, o entendimento 

dessa dependencia temporal e fundamental para muitas questoes em macroeconomia e 

finangas, como, por exemplo, a natureza da volatilidade de retornos observada em rela^ao a 

prevista por modelos de apregamento de ativos. Alem disso, da perspectiva de inferencia 

econometrica, a perda de eficiencia assintotica, por se desconsiderar a natureza condicional 

da heterocedasticidade, pode ser extremamente significativa. Dessa maneira, condicionando 

as previsoes as informa^oes presentes, geralmente obtem-se estimativas mais precisas da 

incerteza do erro de previsao como resultado da estimaqao mais acurada do intervalo de 

confian^a dessa previsao e, potencialmente, pode-se simular a volatilidade observada dos 

retornos (ver Bansal e Yaron, 2000). 

1 Baseada em Bollerslev, Engle e Nelson (1994). 
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Empiricamente, observa-se que as series financeiras nao tem, necessariamente, distribuigao 

Normal-padrao, dada a elevada probabilidade de eventos extremes, tanto positives quanto 

negatives. Quando a probabilidade de eventos extremes e maior do que na Normal-padrao, 

diz-se que a serie tem caudas gordas, chamadas de letpcurticas. De fato, ha evidencias 

empiricas de que grandes oscila9oes sao seguidas por outras significativas (no Grafico 1, ve- 

se um exemplo desses fatos para a varia^ao de prego a vista do dolar). Varias sao as razoes 

para esse comportamento. Suponha-se, por exemplo, que uma ma noticia qualquer seja 

divulgada. Isso devera provocar muito mais oscila96es nos pre90s dos ativos do que antes, 

quando o mercado estava tranqiiilo. Essas oscila9oes geralmente perduram por um certo 

tempo, ate que se retorne ao comportamento anterior. Alem disso, periodos em que nao ha 

negocia96es podem resultar em aumento de volatilidade. Por exemplo, os agentes estao 

absorvendo informa9oes durante o final de semana, e o reflexo pode ser uma eleva9ao da 

volatilidade na abertura das transa9oes na segunda-feira. 

Grafico 1 
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Como esses, outros fenomenos que se dao em determinado instante podem lalterar a 

volatilidade da serie, tornando importante que se consiga predizer o comportamento da 

variancia ao longo do tempo. Isso indica que considerar a variancia condicional constante ao 
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longo do tempo e uma hipotese discutivel. Dai a relevancia dos modelos de 

heterocedasticidade condicional que, como sera mostrado, permitem captar a dinamica da 

variancia ao longo do tempo e tambem abarcar casos em que a curtose da serie e alta (ver 

Bollerslev, Engle e Nelson, 1994 e Nelson, 1989). 

Uma vez reconhecidas as vantagens desses modelos, uma vasta literatura empirica e teorica 

vem se acumulando. O interesse deste artigo e simplesmente compilar parte dessa literatura, 

com a inten9ao de divulgar e difundir tais modelos para aqueles fluentes na lingua portuguesa, 

a semelhanga de trabalhos como os de Bollerslev, Engle e Nelson (1994) e Bera e Higgins 

(1995), porem num menor grau de formalidade e complexidade. 

Estende-se os modelos GARCH em rela^o a introdu9ao feita por Issler (1999) em duas 

dimensoes: generalizando a especifica9ao univariada, e tambem apresentando os modelos 

multivariados. 

O artigo esta organizado da seguinte forma: a se9ao 2 apresenta os modelos GARCH 

univariados que foram desenvolvidos nos ultimos 20 anos; a se9ao 3 apresenta os testes para 

a detec9ao de modelos GARCH univariados; as se9oes 4, 5, 6 e 7 discutem, respectivamente, 

a identifica9ao, a estima9ao, a inferencia e a previsao em modelos GARCH univariados; a 

se9ao 8 generaliza os modelos GARCH univariados; a se9ao 9 apresenta os modelos GARCH 

multivariados, discutindo testes, estima9ao e inferencia; a se9ao 10 conclui o trabalho. 

2 Modelos GARCH2 

2.1 ARCH(tf) 

O primeiro modelo de variancia condicional foi proposto por Engle (1982): 

Defini9ao 1: ARCH - Seja s[ um processo estocastico real em tempo discreto e /M a cr- 

algebra de toda a informa9ao ate /-I e suponha que se queira estimar o modelo ARIMA(p, 0, 

q)] entao, define-se o processo ARCH como sendo: 

2 Neste trabalho assume-se previo conhecimento dos modelos tradicionais de series de tempo, em especial da metodologia 

de Box-Jenkins (ver Box, Jenkins e Reinsel, 1994; Hamilton, 1994; Brockwell e Davis, 1991;Enders, 1995;Spanos, 

1986 e Mills, 1990, 1999). 
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v 0(Z)- 
y- ®(L) "> 

onde: 

= {l-(/)]L-(/>2I? -...-(/)pLp)j eapolinomialdeauto-regressao3, 

L denota o operador defasagem, isto e, Lyt =yt_p 

0 (L) = + d2l} +... + 6qL
q j e a polinomial de medias moveis; 

St = (7tUt 

sendo ut ~ /./.J.(0,1), 

^ 2 
(Jt = a+ (XjSt.j, independente de ut. 

i=\ 

A distribui^ao do erro, up nao precisa ser necessariamente Normal, basta ser 

independentemente e identicamente distribuida para que os momentos assintoticos da serie 

sejam iguais aos da Normal. O fato de Var(w) = 1, ou seja, da variancia ser fixa, nao implica 

perda de generalidade. Qualquer outro mimero poderia ser usado, e o ajuste se daria nos 

coeficientes de Com isso, e facil verificar que a variancia nao condicional e dada por: 

<2) 

ia 

s, 
3 As vezes usa-se a letra B no lugar de L. 
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E precise formular algumas restri9oes ao modelo para garantir a estacionariedade e 

positividade da variancia condicional. Em primeiro lugar, uma condi^ao suficiente para que a 

variancia condicional seja sempre positiva e de que a>0, cr > 0, V/, / = Alem 

disso, < 1 e condi9ao necessaria para que a serie seja estacionaria. Formalmente tem- 

se: 

Teorema 1. O q-esimo processo linear ARCH, com a> 0, cr > 0, V/, e estacionario se, e 

somente se, as raizes da fun9ao caracteristica associada estiverem fora do circulo unitario. 

Alem disso, a variancia estacionaria e dada por (2). 

Prova: Ver Engle (1982) ou Gourieroux (1997). 

Da mesma maneira que nos modelos ARIMA, o modelo condicional no segundo momento 

pode ser assim expresso: 

E{<jhlt-\]=a+Yja^'-' (3) 
i=\ 

Para verificar, intuitivamente, que a curtose da serie e plenamente considerada em modelo 

ARCH, enuncia-se o seguinte teorema para o caso particular em que <7=1. 

2 2 
Teorema 2: Seja o processo ARCH 6; = cr sendo 7./.(i.(0,l), onde (7t =a + ax£t_x, 

independente de ut. Entao a curtose do modelo e dada por: AT (^) = 3 
\-ax 

1 - 3a,2 

Prova. E^ = E[<7^E{ii^ = 3E[<7^ Mas, E[a*\ = E 
' 2 2 2 4 
a +2aax£t +ax £t 

Portanto: E\£t =3 
2 2a a, 

a + 
1-a, 

2„/ 4 
+ «, Ele, 

o que resulta, apos algumas poucas manipula96es algebricas, em: 
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4')= 

Logo: 

K{et) = 3 

3a2 ' i 2-1 

l-a, 

.(1-4)2. 1 - 3a,2 

J l-a,2 

1 - 3a,2 

(4) 

(5) 

Q.E.D. 

0 primeiro fator entre colchetes de (4) e tres vezes a variancia ao quadrado. Analisando a 

expressao entre colchetes de (5) e facil verificar que se cr = 0, a serie e mesocurtica. For 

2 2 1 
outro lado, para que a curtose seja finita e precise que 3cq <\=>ax <— Alem disso, 

2 2 
0<ax<\=>\-ax >1-3^ Portanto, a curtose da serie pode se maior do que 3, e o 

modelo ARCH e capaz de incorporar esse fato. 

2.2 GARCH(p, q) 

iiA) Um dos problemas da formula^ao inicial de Engle, verificado empiricamente, e que os 

modelos ARCH(^) demandam muitos parametros para serem estimados adequadamente. 

Seguindo a ideia dos modelos ARIMA, em que todo MA(oo) pode ser representado por um 

ARip),p finito, Bollerslev (1986) propos o modelo de heterocedasticidade condicional auto- 

regressivo generalizado, GARCH, cuja definigao e a seguinte: 

,i Defini^ao 2: GARCH - Seja st um processo estocastico real em tempo discrete e /M a cr- 

i algebra de toda a informa9ao ate t-\ e suponha que se queira estimar o modelo (1). Entao, 

define-se processo GARCH como tendo a seguinte equa^o da variancia condicional: 

(j,2 = a + £ a, si, + ^ p^lj 

,=1 /=! 
(6) 
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onde: 

p - ordem do processo auto-regressivo na variancia condicional; 

q - ordem do processo de "medias moveis"; 

a > 0, cr > 0, /? > 0 - condi^ao suficiente para que a variancia seja positiva. 

Uma condi9ao suficiente para a estacionariedade e que as raizes da polinomial da variancia 

estejam fora do circulo unitario, como no caso dos modelos ARIMA. Uma condigao necessaria 

+ S/-i < * Se p = 0, volta-se ao modelo proposto por Engle. Formalmente 

tem-se: 

Teorema 3: O processo GARCH {p, q), dado pela Defmi9ao 2, e estacionario com 

E{£t) = 0, var (£l) =    e cov(^, ) = Qsei*j se, e somente se, as raizes 

,=1 ;=1 

da fun9ao caracteristica associada estiverem fora do circulo unitario. 

Prova; Ver Bollerslev (1986). 

2 
Pode-se interpretar o modelo GARCH(/?, q) como um processo auto-regressivo em £t 

Para ver isso defina-se: 

^ =f(
2-CT(

2 =(M(
2-1)CT(

2 (7) 

E facil verificar que ut tern media zero e e nao autocorrelacionado. A seguir, substituindo 

em (6) obtem-se; 

«+E ai£t-i+E P,£'-I -E Piv: 

i=\ y=l /=1 

+ U 
(8) 
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Ou seja, pode-se reescrever (8) como: 

max(p^) 9 P 

£r =a+ £ («,(9) 

/=1 /=1 

A equa9ao (9) e muito parecida com um processo ARMA[max(/?, q),p\ sugerindo que a 

identifica9ao do modelo GARCH pode seguir a mesma metodologia proposta por Box- 

Jenkins. No entanto, deve-se ter cautela com isso, pois a metodologia sera valida sob a 

hipotese de se tratar efetivamente de um modelo GARCH(p, q) (ver Mills, 1999, para 

considera95es adicionais). 

Da mesma maneira que no processo ARCH, e possivel mostrar que o modelo GARCH 

implica a seguinte equa9ao para a curtose no GARCH(1, 1) (ver Bollerslev, 1986): 

K(c.)' f1' - 2 (10) 
1-/?! -2ax(3x-?>ax 

O advento do modelo GARCH propiciou uma maior eficiencia na estima9ao e uma 

economia de parametros a serem estimados. Na pratica, e muito usado o modelo GARCH(1, 

1), no qual sao estimados apenas tres parametros na equa9ao da variancia. Se em vez disso 

fosse usado o ARCH(^), o numero de parametros a serem estimados poderia ser maior. 

Assim, o modelo GARCH pode ser considerado um avan9o, pois permite menor perda de 

: graus de liberdade. 

As restri9oes impostas sobre os coeficientes dos modelos GARCH, de que eles devem ser 

todos maiores do que zero, podem ser relaxadas. Na verdade, as condi9oes gerais de 

estacionariedade que devem ser impostas sobre os coeficientes nao foram ainda derivadas. 

Para casos especificos, no entanto, existem alguns resultados importantes. Por exemplo, Nel- 

son e Cao (1992) dao as condi9oes de estacionariedade para os modelos GARCH(1, q) e 

tuindo GARCH(2, q). Em particular, o GARCH(1, 2) sera estacionario se: 

a>o; 

o<A<i. 

/?!«! + a2 > 0; e 

>0 
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a2 pode ser menor do que zero. Analogamente o GARCH (2, 1) sera estacionario caso: 

a>0, 

>0. 

A >o> 

A+A <1.e 

A2+4 A ^ o 

Nada impede que /?2 seja menor do que zero. As duas condigoes acima sao muito 

importantes porque o relaxamento da hipotese de que todos os coeficientes do modelo devem 

ser positives permite resultados mais proximos da pratica e permitem a imposi9ao de restri95es 

de estima9ao mais adequadas. 

2.3 EGARCH(p, q) 

Apesar dos modelos anteriores terem se constituido em um grande avan9o na modelagem 

econometrica, eles supoem que os impactos dos cheques aleatorios sao simetricos. Contudo, 

ha muitas evidencias empiricas de que isso nao e verdade. Cheques no retorno de a9oes, por 

exemplo, sao fortemente assimetricos: choques negativos sao seguidos por maiores aumentos 

na volatilidade do que choques positivos. 

O modelo GARCH captura, com sucesso, os fatos de a serie ter caudas espessas e de um 

aumento de volatilidade persistir por algum tempo, isto e, os chamados de periodos de 

aglomera96es de alta volatilidade. Mas nao esta, por exemplo, bem adaptado para captar 

efeitos de-alavancagem. Ou seja, os modelos GARCH sao incapazes de captar assimetrias 

nos retornos. Alem disso, os parametros do modelo tern que ser positivos para que a 

estacionariedade das series seja mantida. 

Tentando superar essas dificuldades, Nelson (1991) propos o modelo de 

heterocedasticidade condicional auto-regressivo generalizado exponencial, EGARCH, que 

permite a absor9ao de impactos assimetricos e a possibilidade irrestrita de que alguns 

coeficientes sejam negativos. 
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In o-,2 - a + J Pi In <7^_ j + J or,. 

;=1 ,=1 

^t-i 

G t-i 

r 

-E 
't-i 

t-i 
Y 

't-i 

G t-i 
(ii) 

For causa da especificafao logaritmica, nao e possivel que a variancia seja negativa, 

• i i i • /»rnax[P'<3,]+3 
portanto nao ha a necessidade de restnngir os parametros ao y\+ O parametro y 

permite que os efeitos sejam assimetricos. Se ele for igual a zero, entao um choque positivo 

tem o mesmo efeito na volatilidade que um choque negativo de mesma magnitude. Se 0 < ^< 1, 

um choque negativo aumenta a volatilidade mais do que um positivo. Se o parametro for maior 

do que 1, um choque positivo reduz a volatilidade mais do que proporcionalmente, enquanto a 

volatilidade aumenta em caso contrario. (Hamilton, 1994) Ademais, os erros nao sao elevados 

ao quadrado, de forma a medir a diferen9a entre choques positives e negativos. ^ Preciso» no 

entanto, que as raizes da polinomial /3yX
7 estejam fora do circulo unitario a fim de 

que a variancia seja estacionaria. A estacionariedade estrita e dada, segundo ■^e'son 0991), 

Eg ^ 
a, 

2=1 1 
< OO 

Nelson (1991) propoe a fun9ao de Distribui9ao Erro Generalizado, GED, para estimar o 

EGARCH: 

vexp 

/(",)= 

1 

2 A 
/ 

v+l 

/12 v r 
rn 

vv^ 

(12) 

onde: 

F (.) e a ftingao gama; 

As 

2 vr - 

 ILp 

\vj 

e uma constante; 
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0 < v < oo e um parametro positivo determinando o grau de curtose da distribui9ao; 

—00 < £t <00 

Em particular, quando v- 2 e A = 1, tem-se a distribuigao normal. Se v <2, a distribui^ao 

tern caudas gordas. 

2.4 ARCH-M 

Muitas teorias financeiras exigem uma explicita rela^ao entre media e risco, ou variancia. 

Com o advento dos modelos ARCH tornou-se mais facil obter esse tipo de especifica9ao, 

bastando acrescentar a equa9ao da media a variavel explicativa cr ou seu quadrado. Esse 

modelo foi inicialmente proposto por Engle, Lillien e Robins (1987), podendo ser facilmente 

estendido a casos mais gerais, como GARCH-M, EGARCH-M, e assim por diante. 

Formalmente, o modelo tern a seguinte configura9ao: 

e(L) „ , 

<13) 

onde £t = (7tut 

sendo ut - 

onde: 

<Tf
a = / (£t-j, cr,.,), 7, J = 1,2,..., max [p,q\, 

a = \,2. 

Se^ representa os retornos de uma serie financeira, intuitivamente espera-se que 5 seja 

positivo. 

2.5 TGARCH (p, q) e GJR GARCH (p, q) 

As formula96es econometricas para a capta9ao de impactos assimetricos tern sido bastante 

estudadas, como no caso do EGARCH. Zakoian (1990) propos o modelo de 

heterocedasticidade condicional auto-regressivo generalizado truncado, TGARCH, da seguinte 

forma; 
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^ 2 ^ 
(T, =a+YjPjVt-j 

+ 

M i=l 

ad. 
,a a 

/"(£,_, <()) I £t-i 1 y£ t-i (14) 

onde d{ ) e a variavel "'dummy igual a zero caso o erro nao satisfaga a condi9ao imposta 

entre parenteses, e 1, em caso contrario; 

a = 1. 

Glosten, Jagannathan e Runkle (1993) propuseram a estima^ao desse modelo com a 

seguinte modifica^ao: a = 2. 

2.6 NGARCH 

Higgins e Bera (1992) propuseram o modelo ARCH nao linear, NARCH, mas que pode 

ser estendido para um NGARCH da seguinte maneira: 

9 r 

fr=«+£ Vt-j+s 

/=i i=l 
a, I (15) 

Esse modelo tem a vantagem de deixar o parametro a livre para ser estimado e, portanto, 

e bem geral; porem, nao incorpora impactos assimetricos. 

2.7 A-P GARCH 

Combinando as ideias dos dois ultimos modelos apresentados, Ding, Granger e Engle (1993) 

propuseram o seguinte modelo assimetrico, cuja assimetria e captada pelo coeficiente 

ieM)i 

rr; = a + X Pi <J + E h (1£'-'1 ^ 

/=1 1=1 

(16) 

}0ti 

Jo de 

jiiiote 
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2.8 STARCH - Modelos de volatilidade estocastica 

Harvey, Ruiz e Sentana (1992) propuseram um modelo de variancia condicional diferente 

do tradicional, pois usam o chamado modelo estrutural, que e estimado por meio do Filtro de 

Kalman (ver detalhes adicionais em Harvey, 1989 e Harvey, Ruiz e Shephard, 1994). 

A aplica^ao desse modelo no caso de variancia condicional exige que a serie seja um ruido 

branco. Em geral, se o mercado e eficiente, os retornos da serie costumam ser um ruido 

branco. No entanto, e dificil encontrar series que satisfagam estritamente a condi9ao do 

modelo. 

Formalmente, o modelo de volatilidade estocastica ou ARCH estrutural e o seguinte: 

onde; 

ju e constante; 

vt —^-^7V(0,1), 

2 2 
(jt = or + 0 + rit, 

Var(?)t) = afr 

Cov(vt, T]t_s) = 0, V5, 

—2^ denota convergencia em distribuigao, 

Elevando ao quadrado e linearizando (17) obtem-se: 

ln_v2 = In//2+ lnu(
2+ (T(

2 (18) 

e 

2 2 
(7t — (X (J) (yt_\ + Tjt (19) 
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Este e um tipico modelo de series de tempo estrutural que pode ser estimado utilizando-se 

o Filtro de Kalman, o qual permite que a variancia varie ao longo do tempo nao apenas por 

ser temporalmente dependente, mas tambem por incluir um termo estocastico em sua 

especifica9ao. Esta e uma diferer^a fundamental em rela9ao aos modelos apresentados 

anteriormente, nos quais nao havia termos estocasticos na equa9ao da variancia que nao 

fossem dependentes da equa9ao da media. Pode-se observar, ainda, que o termo estocastico 

da equa9ao da media nao e (jt , embora, por influencia deste, a equa9ao da media incorpore 

o termo estocastico da equa9ao da variancia. O modelo tern uma diferen9a adicional: o erro 

da equa9ao da media nao esta presente na equa9ao da variancia. 

3 Testes para detecfao de modelos GARCH 

Existem varios testes para a identifica9ao de modelos GARCH. Apresentam-se, a seguir, 

os mais comuns. Outras possibilidades podem ser encontradas em Bollerslev, Engle e Nelson 

(1994). 

3.1 Teste ACF e PACF 

0 modelo GARCH e parecido com um modelo ARMA (p, q). Assim, suas fun9oes de 

autocorrela9ao, ACF, e autocorrela9ao parcial, PACF, devem sugerir se a serie e 

heterocedastica, da mesma maneira que dao uma ideia das ordens e <7 de um modelo 

ARMA. Para estimar essas fun96es, o primeiro passo e obter os quadrados dos erros 

estimados pela regressao do modelo estabelecido como se a variancia condicional fosse 

constante: 

(20) 
1 t=l 

onde T- niimero de residues. 

Em seguida, calcula-se a fun9ao de autocorrela9ao amostral para o quadrado dos residuos 

e representa-a graficamente. A fun9ao e dada por: 
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(21) 

Em grandes amostras, o desvio padrao de pi pode ser aproximado por T0 5 (ver Enders, 

1995, p. 148 ou Mills, 1999)4 Se os valores de pl forem estatisticamente diferentes de zero, 

entao diz-se que algum modelo ARCH esta presente. 

A flmgao de autocorrelagao parcial e obtida colocando-se num grafico o coeficiente (j)ss 

contra ^ estimado a partir da seguinte equa^ao: 

Da mesma forma, em grandes amostras o desvio padrao de ^ 5 pode ser aproximado por 

No caso deste teste, diferentemente dos modelos ARMA, a ACF da a ordem da auto- 

regressao do GARCH e a PACF da a ordem das "medias moveis" do GARCH. 

Porem, se tais modelos nao forem do tipo GARCH, obviamente tais testes nao servem para 

definirp e q, mas sim para identificar a existencia de heterocedasticidade condicional. 

3.2 Teste de Ljung-Box 

A estatistica de Ljung-Box,5 Q, pode ser usada para testar a presen^a de heteroce- 

dasticidade condicional. Sua hipotese nula e de que a soma das autocorrela^oes e 

estatisticamente diferente de zero. Isto e: 

4 Na verdade, isso nao e estritamente verdadeiro do ponto de vista estatistico (ver Priestley, 1981) Mas usa se tal 

metodo por questoes praticas. 

5 Esta estatistica deve ter preferencia sobre a anterior. 

£t - <Ps+(l)s.\£t-\+(l,s.iet-2+'" + <l)s,s£t-s' (22) 
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n 

H0 =0 contra Ha : P; ^ 0 para algum / 

A estatistica de Ljung-Box e dada por: 

Q^T {7 + 2)^^-^x1 
2=1 1 1 

(23) 

2 
onde Xn - distribuigao qui-quadrada com n graus de liberdade. 

3.3 Teste multiplicador de Lagrange ou de Engle 

Outro teste possivel e o do Multiplicador de Lagrange, LM (ver White, 1980; Bollerslev, 

Engle e Nelson, 1994 e Johnston e Dinardo, 1997 para outros detalhes), inicialmente proposto 

por Engle (1982) para o processo ARCH, e depois estendido por Lee (1991) para o GARCH. 

0 teste e definido como: 

Hq : ai = 0, para todo i x Ha . ai A 0 para algum / 

onde/?2 representa o coeficiente de determinagao de (24). 

Se os coeficientes sao conjuntamente proximos de zero, a regressao tera pouco poder 

explicativo, logo, o /?2devera ser baixo. Assim, se a hipotese nula nao e rejeitada, diz-se que 

nao ha presenga de modelos ARCH. 

St -a§+(xxet_x+ ...Jraqet_q 
(24) 

cuja estatistica e dada por: 

TR'-^z] 
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Em caso de rejei^ao da hipotese nula os testes nao determinam que tipo de modelo ARCH 

devera ser usado. Na verdade, os testes apenas indicam se a covariancia condicional e, ou 

nao, constante. Segundo Bollerslev, Engle e Nelson (1994), mesmo em modelos lineares a 

selegao do modelo apropriado nao e trivial. Com relaqao as inumeras possibilidades que os 

modelos ARCH oferecem, o problema torna-se ainda mais complicado. Convem notar que 

esses testes podem indicar erroneamente a presen9a de modelos ARCH, porque sao sensiveis 

a especificafoes incorretas na equate da media. Ou seja, os erros estimados pelo modelo 

considerando variancia nao condicional podem indicar a prescni^a de modelos ARCH 

simplesmentepor terem sido especificados de forma erronea, cometendo-se o erro do tipo I. 

4 Identifica^ao de modelos GARCH 

Ja foi mencionado que, detectada a existencia de heterocedasticidade condicional, nao e 

possivel verificar que tipo de modelo GARCH poderia ser estimado. Existem alguns testes 

para verificar se o modelo GARCH e simetrico ou assimetrico (Hegerud, 1997), mas tais tes- 

tes so conseguem separar urn modelo GARCH simetrico de outro assimetrico. Uma vez que 

existem inumeros modelos assimetricos, restaria saber de qual deles se originam os erros, 

mantendo-se a dificuldade de especifica9ao. 

Uma altemativa usual na literatura e escolher o modelo utilizando-se os criterios de Akaike 

ou Schwarz. Porem suas propriedades estatisticas na presen9a de modelos GARCH sao 

desconhecidas. No entanto, esse e urn criterio muito facil de ser usado, por isso e largamente 

preferido. A formula do Schwarz, BIC, e dada por: 

BlC[m) = \na +j\nT (25) 

onde m e o numero de parametros estimados do modelo. 

Outra alternativa proposta e definir um criterio de valida9ao dentro da amostra ou, 

preferencialmente, fora da amostra, escolhendo-se uma fun9ao-erro - tipicamente o erro 

quadratico medio. No caso da equa9ao da variancia, a fun9ao-erro pode ser (Bollerslev, Engle 

e Nelson, 1994) a seguinte: 

(=1 

(26) 
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A fun^ao-erro definida em (26) prejudica estimativas de variancia condicional que sao 

diferentes do residuo quadrado realizado de maneira simetrica. Nao considera, porem, 

nenhuma punigao para variancias negativas ou zero que sao claramente nao intuitivas. For este 

criterio, regressoes de minimos quadrados dos residues quadrados sobre as informa96es 

passadas terao a menor perda dentro da amostra. 

Uma altemativa mais razoavel seria a fun^ao-erro definida em termos porcentuais dos erros 

quadrados: 

t = \ 

£t -Gt 

(J> 

(27) 

Outra possibilidade e calcular a fun9ao-erro implicita na fun9ao gaussiana: 

t=\ 

2 A 

In a" (28) 

Ou mais simplesmente prejudicando fortemente a fun9ao-erro quando a variancia e proxima 

de zero: 

T f 

t-\ 

In A 

2 \ 

v 
Gt 

(29) 

Apesar das possibilidades apresentadas, a mais natural fun9ao-erro deve ser baseada nos 

objetivos do trabalho na qual devera ser aplicada (ver Bollerslev, Engle e Nelson, 1994, e 

suas referencias). 

5 Estimate de modelos GARCH 

O metodo geralmente usado para estimar esses modelos e o de maxima verossimilhan9a. 

Hsse metodo exige que se formule uma hipotese sobre a verdadeira distribui9ao da serie a 

priori. 
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Geralmente escolhe-se a distribuigao Normal, em funQao das propriedades convenientes 

que encerra. Segundo Hentschel (1995), alguns autores escolhem a distribuiqao t-Student ou 

Distribuitpao Erro Generalizado para fazer a estima9ao quando as provas empiricas mostram a 

presenqa de leptocurtose. No entanto, posto que a GED considera a distribuiqao normal como 

urn caso especial, suas caudas nao sao suficientemente espessas para abarcar o grande numero 

de observaqoes extremas que a serie financeira pode Ter. (Bera e Higgins, 1995) 

Na falta de normalidade dos erros, uma alternativa seria escolher a distribuigao Normal 

para a estimaQao, entendendo-se isso como uma estima^ao de quase-maxima-verossimilhan9a. 

E dependendo do modelo, os resultados pouco se modificarao com a escolha dessa fun9ao. 

(Hentschel, 1995) 

Admitindo-se que a distribui9ao dos erros seja Normal,6 a fun9ao de verossimilhan9a e a 

seguinte: 

T 1 

L = L[Q-,yt)= PI rexP" 
-la] 

L 1 
(30) 

onde; 

0 e o vetor de parametros a serem estimados da equa^ao da media e da variancia; 

7 2 

(J2 =(y2 - = a1. =1=1  sao as variancias iniciais do processo de otimizapao, necessarias n ji 

ao algoritmo; 

= max[^,^], p e q da equa9ao da variancia, e o numero de variancias para iniciar o 

processo de otimiza9ao. 

Supondo-se que a distribui9ao dos residues siga uma t-Student, como em Bollerslev 

(1987), a fun9ao de verossimilhan9a deve ser; 

6 Or, erros sao nao correlacionados. 
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L = L{@-,cr) = il 

t=M 

r 

L v2y 

v+1 

(V-2)<T( 
(31) 

onde: 

F(.) e a fun9ao gama; 

v > 2. 

Nessa ftin9ao, quando v —> ©o ? a distribui9ao converge para uma Normal. Entretanto, para 

4 < v < oo, a curtose, k - ?>-—- > 3, excede a curtose da Normal. 
v-4 

Um possivel metodo a ser usado na estima9ao e o algoritmo de Berndt, Hall, Hall e 

Hausman (1974) -BHHH,7 dado pela seguinte expressao: 

0'+1 = 0' + 
d In L, d In Lt 

xh d& 
V'"1 

vl^^lnL, 

^ d®' 
(32) 

onde; 

©' - vetor de parametros estimados apos a i-esima itera9ao 

Aj - tamanho do passo escolhido para maximizar a fun9ao de verc>ssimilhan9a em dada 

dire9ao. 

7 Ver, ainda, Mills (1999) e Judge et a/n (1988). 
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Para a obten9ao dos parametros iniciais pode-se fazer a regressao por minimos quadrados 

ordinaries e utilizar os valores dos parametros estimados como valores iniciais para o metodo 

iterativo. Outra maneira de obter tais parametros e ajustar urn modelo AR(I)MA e utilizar os 

valores obtidos como valores iniciais. Os valores dos parametros dados pelo teste LM podem 

servir tambem como parametros iniciais para a estima^ao. 

Contudo, e precise observar para a variancia condicional que; 

(a) As condi56es de estacionariedade e de nao negatividade sao dificeis de serem observadas 

na pratica; mas existem metodos de reparametrizaQao que permitem assegurar a hipotese 

de nao negatividade (Bollerslev, Engle e Nelson, 1994); 

(b) Como o procedimento descrito e numerico, e possivel que haja problemas de convergencia 

se o valor inicial nao for adequado. Nao obstante, a estima^o por maxima verossimilhanija 

mantem as propriedades assintoticas usuais como consistencia e distribuitjao Normal 

assintotica; 

(c) Urn possivel metodo para assegurar a convergencia e estimar os parametros por minimos 

quadrados ordinarios, calcular os erros, calcular cr, reestimar os parametros por minimos 

quadrados generalizados, e assim sucessivamente ate a convergencia dos coeficientes. 

Entretanto, hoje esse procedimento nao tern tanto sentido, dado o estagio computacional 

disponivel. 

De fato, somente e possivel proceder como sugerido no item (c) se os coeficientes 

puderem ser consistentemente estimados pela equa^o da media. Engle (1982) apresenta as 

condigoes segundo as quais isso pode ser feito para o modelo ARCH(*7). Bollerslev, Engle e 

Nelson (1994), entretanto, sustentam que a perda de eficiencia assintotica pode ser muito 

significativa quando existe heterocedasticidade. Os coeficientes podem ser nao viesados, mas 

terao variancia maior em relagao a urn modelo em que tudo e estimado simultaneamente. Alem 

disso, para esse tipo de procedimento e necessario que a matriz de covariancia condicional 

seja bloco-diagonal e que os erros sejam supostos gaussianos* do contrario, nao se pode 

estimar em separado a equa^ao da media e da variancia (ver Gourieroux, 1997). Por exemplo, 

os modelos EGARCH(p, q) e GARCH-M(p, q) nao sao bloco-diagonais, logo, e preciso que 

as equagoes da media e variancia sejam estimadas simultaneamente. 

Existe ainda outra razao para estimar ambas as equa9oes simultaneamente. Suponha-se que 

se queira especificar um modelo ARMA-GARCH sobre os retornos de uma serie que, sob a 

hipotese de eficiencia de mercado, teria apenas uma constante na equagao da media. Segundo 
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Engle,8 se a estima^ao fosse em separado, possivelmente seriam encontrados parametros 

estatisticamente diferentes de zero, alem da constante, na equa9ao da media. Todavia, a 

estima9ao simultanea poderia resultar em parametros nao significativos para a equa9ao da 

media. Bera e Higgins (1995, p. 227) afirmam que frequentemente a estima^ao do processo 

GAJRCH muda a especifica9ao do modelo na equa9ao da media. Ou seja, apos o processo 

de identifica9ao do modelo via equa9ao da media, procede-se a estima9ao e verifica9ao da 

presen9a de modelos GARCH. Em caso de rejei9ao da hipotese de nao existencia de modelos 

GARCH, sua estima9ao subseqiiente pode alterar a especifica9ao do modelo efetuado na 

equa9ao da media. 

6 Inferencia em modelos univariados 

Utilizar a estima9ao por maxima verossimilhan9a, dadas determinadas condi96es de 

regularidade, garante a consistencia e a normalidade assintotica dos estimadores. Nos modelos 

GARCH, no entanto, a verifica9ao de tais condi9oes de regularidade tern se mostrado 

extremamente diflcil. (Bollerslev, Engle e Nelson, 1994) Apenas em modelos especificos 

obtem-se provas da validade dessas condi96es. Por exemplo, Lumsdaine (1995) mostra que 

a seguinte condi9ao sobre o GARCH (1, 1) e suficiente para assegurar sua ergodicidade9 e 

estacionariedade: 

E\n axut - <0 (33) 

De fato, pela desigualdade de Jensen: 

Eln C)CxUt + <\nE 
2 

cxxut + — In \ocx + /?i j (34) 

Assim, a superficie dos parametros cobre o interessante caso do IGARCH (1, 1), no qual 

ax + yffj.10 Ou seja, nao obstante sua semelhan9a com o modelo integrado de ordem 1, sua 

interpreta9ao assintotica e completamente diferente. 

8 Correspondencia pessoal. 

9 O conceito de ergodicidade e suas conseqiiencias podem ser encontrados em Hamilton (1994) e White (2000). 

10 O modelo IGARCH(p, q) e aquele em que os coeficientes da equa9ao da variancia somam um, de modo que a variancia 

nao condicional passa a tender ao infinito. 
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Esse fato sugere que se questione se as inferencias sobre os parametros de um modelo 

GARCH qualquer sao validas. Na verdade, a teoria assintotica sobre tais especifica96es e 

extremamente dificil. (Bollerslev, Chou e Kroner, 1992) Mas, garantida aquela condi^ao de 

regularidade, mesmo na presen9a de IGARCH (1, 1), as inferencias estatisticas convencionais 

continuam validas, embora no IGARCH(1, 1) haja a necessidade de um consideravel tamanho 

amostral para que as distribui96es assintoticas convirjam adequadamente. Portanto, pode-se 

admitir como razoavel as inferencias tradicionais na presen9a de modelos GARCH, e se existe 

a suspeita da existencia de um IGARCH (1, 1) e precise que o tamanho da amostra seja 

bastante grande. (Lumsdaine, 1995) Na pratica, os estudos empiricos simplesmente assumem 

que as condi96es de regularidade sao satisfeitas. (Bollerslev, Engle e Nelson, 1994, p. 2980) 

7 Previsao de modelos GARCH 

Em modelos econometricos convencionais, com variancia condicional constante ao longo 

do tempo, a incerteza do erro de predi9ao e uma fun9ao crescente do horizonte de predi9ao e 

nao depende da origem da previsao. Na presen9a de modelos ARCH, entretanto, a acuidade 

das provisoes dependera do conjunto de informa9oes correntes nao trivialmente. A constru9ao 

do interval© de confian9a do erro e os testes de estabilidade estrutural amostrais requerem, 

por isso, a avalia9ao das variancias condicionais do erro futuro. 

O problema reside no fato de que a distribui9ao dos erros e leptocurtica, alterando 

sensivelmente a maneira de se construir o interval© de confian9a. Na realidade, ainda estao 

sendo feitas pesquisas com vistas a encontrar as formula95es corretas para a determina9ao 

dos intervalos de confian9a e da propria fun9ao de predi9ao. Heynen e Kat (1994) apresentam 

fun96es para os casos de EGARCH (1, 1) e GARCH (1, 1) que, alias, sao os modelos cujas 

propriedades assintoticas ja sao conhecidas. 

Nao obstante, a modo de fazer provisoes segue os mesmos passos do modelo ARIMA. 

Preve-se um passo a frente; com o resultado obtido, faz-se o passo seguinte, e assim 

sucessivamente. 

Heynen e Kat (1994) realizaram um estudo de previsao usando o indice de a9oes e 

cambio. Seus resultados podem ser sintetizados no seguinte: em geral, a volatilidade e mais 

previsivel no longo prazo do que no curto prazo. Alem disso, o desempenho do modelo de 

previsao depende sensivelmente do ativo com que se esta trabalhando. Ainda segundo os 

autores, indices de a9oes sao melhor previstos utilizando-se o modelo de volatilidade 

estocastica, enquanto que para o cambio o modelo GARCH (1, 1) apresentou melhores 

resultados. 
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8 Generaliza^ao dos modelos GARCH: mudan^a na especifica^ao 

Ha dois tipos de generaliza96es possiveis para os modelos GARCH: podem ser diretamente 

generalizados para o caso multivariado; e podem ser especificados de maneira mais geral. A 

diferenga basica e que o numero de parametros a serem estimados aumenta exponencialmente 

para o primeiro caso, o que implica a necessidade de restrigoes adicionais (ver Engle e Kro- 

ner, 1995). 

Na presente segao apresenta-se a generalizagao quanto a especificagao do modelo. Esse 

tipo de modelo e devido a Hentschel (1995), que propoe estimar a seguinte equagao de 

variancia: 

=a+a1 
1 (35) 

onde /(£t)=l£t-bl -c(£t -b) 

A generalizagao proposta contempla o caso de modelos GARCH (1, 1), por questoes de 

facilidade de exposigao e notagao. Naturalmente isso se estenderia para o caso geral, 

colocando-se os somatorios nos lugares apropriados. Para o caso em que /I = 1, o autor 

supracitado batizou o modelo de GARCH valor absoluto, AGARCH. 

r 
E notorio o uso da transformagao de Box-Cox (ver Davidson e MacKinnon, 1993) para 

determinar de que tipo de nao-linearidade trata o modelo. Alem disso, o autor introduziu uma 

pequena modificagao nas parcelas em que aparecem os erros, multiplicando-as pelo desvio 

padrao elevado ao respectivo expoente e uma constante. Na pratica, isso nao altera os 

modelos apresentados anteriormente. 

O autor mostra que com as restrigoes apropriadas seu modelo equivale aos estudados 

anteriormente no casop = q = \. Isto e: 
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Tabela 1 

Parametros e Modelo 

A V B c Modelo 

0 1 0 Livre EGARCH 

1 1 0 lcl - ^ 
TGARCH 

2 2 0 0 GARCH 

2 2 Livre 0 NGARCH (Engle e Ng) 

2 2 0 Livre GJR GARCH 

Livre 2 0 0 NGARCH 

Livre /I 0 lcl - ^ A-P GARCH 

Substituindo as restrigoes na equa^ao (35), chega-se aos modelos apresentados 

anteriormente, a exce^ao dos fatores multiplicativos do erro. 

A generalizagao do modelo permite que haja dois tipos possiveis de assimetria: o parametro 

b controla a magnitude de assimetria na curva de variancia com rela^ao a sua mudanga hori- 

zontal (ver figuras a seguir). O parametro c, por sua vez, permite que a assimetria se de com 

relagao a inclina^ao da curva de variancia. Alem disso, o modelo permite que a potencia da 

especificagao seja livre. 

Para entender melhor, considerem-se os seguintes casos: 

8.1.1 Caso 1. v = /, c = /? = (9 

Neste caso, e facil ver que: 

>0=>/(£,) = £, 

£t < 0^> /(^) = -£t 

Duas retas de 45° ortogonais, com origem em zero sao apresentadas no Grafico 2. Este e 

o caso trivial em que impactos positives e negatives tern o mesmo efeito sobre a variancia. 
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Grafico 2 

v = i, c = b = ^ 

-3 -2 -1 

8.1.2 Caso 2: v = 7, c = 0, b = 7 

Agora tem-se: 

£t-b>0=> f(£t) = £t-b 

£t-b<0=> f(£t) = -£t+b 

Simplesmente ha um deslocamento para a direita das curvas do exemplo anterior. Em 

outras palavras, cheques proximos a zero aumentam a volatilidade e cheques proximos a 

um nao a alteram significativamente. Este caso e interessante, porque nenhum modelo 

contemplou casos assim anteriormente. 

Grafico 3 

y = 7,c = ^, b = 7 

2 .5 

0.5 

-2 -1 
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O caso em que Z? < 0 e simetrico ao anterior e nao sera discutido aqui. O Grafico 4 

junta os dois anteriores e permite que se observe a assimetria horizontal. 

Grafico 4 

Assimetria Horizontal 

\ \ 3f / / 

\ \ 2,5 / / 

\ \5 / / 

-3-2-1 12 3 4 

8.1.3 Caso 3: v= 7, b = 0, 0 < c < 7 

Neste caso obtem-se: 

£t>0=* f{et) = £t-c£t={l-c)£t 

£t>0^> f{£t) = -£t-C£t={-\-c)£t 

Esta havendo uma mudan9a na inclinagao da curva de variancia, o que significa que choques 

negativos tem seu efeito aumentado sensivelmente no que refere a variancia. Choques positives, 

por sua vez, pouco aumentam a variancia. O grafico a seguir mostra isso. 
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Grafico 5 

v = i, b = 0, 0<c<i 

2 5 

1.5 

□ X5 

-2 -1 

Se-1 < c < 0, o efeito e simetrico e nao sera discutido aqui. 

O Grafico 6 mostra os Graficos 2 e 5 no mesmo piano, podendo-se perceber que a rota^o 

se da em sentido horario quando isso acontece: 

Grafico 6 

Assimetria Angular 

-3 -2 -1 

E possivel verificar que se v = 1, a curva de variancia sera uma reta; se v = 2, a curva de 

variancia sera convexa; e se v = 0,5, a curva de variancia sera concava. 
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Grafico 7 

Varios Valores para v 

\ 4f / 

\ 3 / 

\ \ 2 / / 

1 yf 

-4-2 24 

O uso desse modelo mais geral deve ser estudado porque os modelos GARCH 

apresentados anteriormente nao consideram simultaneamente assimetrias na origem e na 

inclina9ao. Pode-se mostrar que os modelos anteriores ou calculam um tipo ou outro de 

assimetria. Por exemplo, Hentschel mostra que ao deixar o parametro h livre o EGARCH 

captaria os dois tipos de assimetria. 

Para efeitos de ilustra9ao, considere-se o modelo com v = 2JZ?>0, 0<c< 1. 

Grafico 8 

v = 2, ft>0, 0<c<l 

-i 

A interpreta9ao e a mesma para o caso linear, ou seja, cheques menores do que um 

aumentam a volatilidade exponencialmente. Cheques positivos maiores do que 1 tern um efeito 

menor no aumento da volatilidade. 
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9 Generaliza^ao dos modelos GARCH para o contexto multivariado 

A segunda generaliza9ao possivel dos modelos GARCH e adapta-los a espa90s de 

dimensao maior do que um. Sao os modelos GARCH multivariados. O modelo GARCH 

Multivariado e denotado pelo prefixo "M" 

Nesta se9ao apresentam-se as tres possibilidades mais importantes. Trata-se do modelo 

proposto por Bollerslev, Engle e Wooldridge (1988), que estenderam o modelo GARCH-M 

para o contexto multivariado usando o operador Vech, denotado por MGARCH-M. O outro 

possivel modelo multivariado e o Bekk, devido a Baba, Engle, Kraft e Kroner (ver Engle e 

Kroner, 1995). Finalmente, apresenta-se o modelo de correla9ao condicional constante, 

devido a Bollerslev (1990) e Baillie e Bollerslev (1990). 

9.1 O Modelo Vech 

A matriz de covariancia dos retornos e simetrica. Logo, os elementos diferentes entre si 

estao no triangulo, digamos, inferior dessa matriz. Atecnica de estima9ao consiste, pois, em 

aplicar um operador nessa matriz de tal sorte que se fique apenas com os elementos do triangulo 

inferior em forma de vetor. Este e o chamado operador Vech.11 Por exemplo, a matriz de 

covariancia de um modelo com n variaveis explicativas no tempo t e assim descrita: 

Sr = 

^ll.f ^12,? 

G n\,t 

G \n,t 

G 2n,t 

G nn,t 

(36) 

Como a matriz de covariancia e simetrica, pode-se aplicar o operador Vech para empilhar 

fli77 4" l) 
a por9ao triangular inferior em um vetor de dimensao _L_Zx 1 Ou seja7 coloca-se a 

2 

primeira coluna sobre a segunda; o resultado sobre a terceira; e assim sucessivamente; 

11 O operador Vech procede da mesma maneira, mas transforma todos os elementos da matriz em um unico vetor, ou seja, 

nao desconsideraria o triangulo superior da matriz de covariancia (ver detalhes em Liitkepohl, 1991) 
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(7 \U 

(7 21,f 

n\,t 

Vech{ljt) = 

(7 22,t 

a 32,r 

a n2,t 

nn,t 
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(37) 

O modelo MGARCH-M em Vech pode ser assim formulado; 

yt -b + lLtS + £t 

(38) 

Vech{Zt)=C + fJ AVech () + X BjVech^.j) (39) 

i=\ 7=1 

onde; 

^eumvetor nxl, 

beumvetordemedias(ouconstantes) nxl, 

{Jeumvetor nxl, 

£t |/M ~ 7V(0,S/) eum vetor nxl de perturba96es aleatorias, que segueumprocesso 

MGARCH; 

n(n + l) 1 

C eum vetor ^—xl, 

. n(n + l) nin + l) 
A eumamatnz_v Lx—  

2 2 

- X 
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5eumamatriz!!(!il9x^ll). 

2 2 

Abrindo as equa9oes matriciais anteriores tem-se: 

yu' "^r ^n,/ ^12/ * °ln,t "^1/" 

yi.t 
= 

b2 
+ 

^21/ ^22,/ * (72n,t ^2 
+ 

£2,t 

yn.t_ A_ _Cr«l/ (7n2,t ' ^"nnj A. _£n,t_ 

^ll,/ C\\ 

^21,/ C21 

^wl/ C„l 

(J22,t C22 

N)
 

C32 

(Jn2,t £n2 

®nn,t _Cnn _ 

q 

i=\ 

a ii,/ 

a 21,/ 

a 12,/ a 

a 22,/ 

■V-'- 

a
2"("+'), 

Cl,/-/ 

2,t-i 

£3,t-i£2,t-i 

£n,t-i£2,t-i 

+ 

s 
7=1 

^ii,; b\2,j 

b 21,/ 22,/ 

^w(«+l) ^n(n+\) 
U ~— 2,/ 

^ «(«+l) 

2 "("+1)J 

«(«+l) n(«+l) 
^ ^ '-7 

a* 

ii/-/ 

21/-/ 

(J «!/-/ 

CT 

(T 

22,/-/ 

32,/-/ 

a n2,t-j 

(J nn,t-j 

(41) 
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Na formula^o acima o numero de parametros a serem estimados, apenas na equa^ao da 

variancia, e de 
77(/7 + l) 

(/?+<?)+ 

«(/? + !) 
. Assim, por serem muitos, geralmente impoe-e 

que os elementos das diagonais secundarias das matrizes A ei? sejam iguais a zero. 

Para se ter uma ideia do numero de parametros que devem ser estimados quando nao se 

impoe a restri9ao sugerida, sen = 4ep = q = 1, devem ser estimados 210 parametros na 

equa9ao da variancia. Impondo-se 0 nas diagonais secundarias, entao o numero de parametros 

n(n + l) w 

a serem estimados reduz-se drasticamente para —1 -\p + 9 + 1] (30 no exemplo antenor), 

proporcionando uma economia de —^——^(^ + 9) 
w(A7 + 1) 

2 ~ 
parametros (ou seja, 180 

parametros deixam de ser estimados, no exemplo dado). 

No caso bivariado, usando-se o MGARCH (1, 1) o numero de parametros reduz-se de 

21 para 9. As equa9oes da covariancia para esse modelo sao: 

~c\ \ + a\\,\£\,t-\ +^ll,lcriu-l 

^12,/ ~C\2 + a\2,\£U-\£2,t-\ ^12,1^12,M 

- 2 A (722,t ~C22 + a22,\£2,t-\ + ^22,l<J22,f-l 

(42) 

Ou seja, a variancia de uma variavel e explicada apenas pelo quadrado de seus erros 

passados e de sua variancia passada, enquanto que a covariancia das equa9oes e explicada 

pelas covariancias passadas e pelo produto cruzados dos erros passados. 

Engle e Kroner (1995) afirmam que a imposi9ao dessas resides parece ser plausivel 

intuitivamente porque as informa96es sobre as variancias sao usualmente reveladas nos 

residuos quadrados passados e nas variancias passadas; e se as variancias alteram-se 

vagarosamente, o residuos quadrados passados e as variancias passadas devem ser capazes 

de prever as variancias futuras. O mesmo comportamento aconteceria no caso das 

covariancias. Isso significa afirmar que as informa95es sobre as variancias dadas pelas 

covariancias, e sobre estas dadas por aquelas, sao negligenciaveis. 
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9.2 O modelo Bekk 

Alem do problema do excessivo numero de parametros a serem estimados, e precise 

garantir que a matriz de covariancia seja positiva semidefinida em cada momento do tempo 

(ver outros questionamentos em Gourieroux, 1997). Mas isso nao e possivel por meio da 

formula9ao anterior de maneira pratica. (Engle e Kroner, 1995) Condi9oes que crescem na 

propor9ao do crescimento do numero de parametros tern que ser impostas. 

Engle e Kroner (1995) impoem a restri9ao de matrizes positivas definidas. Esse tipo de 

imposi9ao e pouco restritivo, pois pouquissimos modelos Vech nao poderiam ser substituidos 

pelo Bekk. Formalmente: 

S, + + tE%-jEJ (43) 

i=\ J=\ 

onde F, Z), E. sao matrizes nxn. 

Exemplificando-se para n = 2,p = q = 1, tem-se: 

a 

a 

n,t 

21,f 

+ 

+ 
'ii 

'21 

12,r 

'22,? 

/ll f\2 

fix fll 

/ll f\l 

fix fll 

dxx d\2 

^ix dn 

£x,t-x £X,t-X£l,t-X 

i 
£l,t-X£X,t-X 'l,t-X 

+ 

d-i i d- n 

'12 

'22 

G 11,?-1 G Xl,t-X 

^IXJ-X ^llj-x 

exx eXl 

eix eii 

12 

dix d 
+ (44) 

22 

Nessa formula9ao o numero de parametros a serem estimados reduz-se de 21 para 

12, garantindo-se que a matriz de covariancia sera positiva semidefinida em cada momento 

do tempo. Genericamente, o numero de parametros a serem estimados nesse modelo e 
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de rfip + ? + 1), o que proporciona uma economia de —^[(/? + #)ft(ft + 3)-2] 

parametros que nao serao estimados, relativamente ao modelo Vech.12 

9.3 O modelo de correla^ao condicional constante 

As dificuldades para se estimar os modelos Vech e Bekk sao inumeras, particularmente em 

termos computacionais. Bollerslev (1990) propos um modelo em que as covariancias 

condicionais sao parametrizadas de modo a serem proporcionais ao produto dos desvios 

padroes correspondentes. (Bollerslev, Engle e Nelson, 1994) Isso diminui a intensidade 

computacional requerida para estimar o modelo e torna mais facil impor as condi9oes 

necessarias para garantir que a matriz de covariancia seja positiva semidefinida. 

Considere-se a matriz diagonal/^, nxn, com covariancias condicionais ao longo de sua 

diagonal. Ou seja, [Dt]u ={X,}. e {£>1 =0,V/^ j,i,j = l,2,--n Seja rra matriz de 

_i_ 

27 = 1,2,•••,«. correlagao condicional, isto e {F, - {S( {X(, {X,} 

O modelo de correlagao condicional constante assume, entao, que rr = F e invariante no 

tempo, de tal modo que a varia9ao temporal em E^e determinada somente pelas variancias 

condicionais. Dessa maneira: 

j_ ]_ 

Xf=Z)r
2rZ)2 (45) 

Considerando que a variancia condicional ao longo de Z) devem ser todas positivas e 

assumindo que P seja positiva definida, a seqiiencia de matrizes de covariancia condicional, 

{^r},=li7-, e positiva definida quase certamente para todo t. Alem disso, a inversa de X(e 

simplesmente: 

12 As inter-rela96es entre os modelos Vech e Bekk estao formuladas em Engle e Kroner (1995). 
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=Dt
2T~XDt

2 (46) 

Com essa fonnula9ao e possivel concentrar a fungao de verossimilhar^a em F, simplificando 

bastante a estima9ao. Alem disso, nao e mais precise inverter a matriz T vezes; basta apenas 

a inversao da matriz F, haja vista que as matrizes Dt sao diagonals. (Gourieroux, 1997) For 

exemplo, no caso bivariado tem-se a seguinte formulaqao: 

Segundo Bera e Higgins (1995), e obvio que a principal restri^ao a essa formula9ao e a 

forte hipotese de que a correla9ao e constante. Bera e Roth (1991, opwdBera e Higgins, 

1995) sugerem um teste para verificar se a correla9ao e constante e rejeitam esta hipotese 

nula em muitas series financeiras. 

Outra formula9ao possivel sao os modelos fatoriais (ver Bera e Higgins, 1995; Bollerslev, 

Engle e Nelson, 1994; Gourieroux, 1997 e suas referencias). 

9.4 Estimate 

Definida a formulaqao do modelo, e precise estima-lo. No caso de se supor normalidade 

multivariada para os residues, a fun9ao de verossimilhan9a linearizada condicionada as ju 

matrizes de covariancia iniciais assim se apresenta (ver Bollerslev, Engle e Nelson, 1994): 

o M 0 ^/^ 

(47) 

(48) 

onde: 

^ e o vetor de parametros a serem estimados nas equaqoes de covariancia; 
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ju = max[p9q] 

Conforme atestam Bollerslev, Engle e Wooldridge (1988), a estimativa de maxima 

verossimilhan9a para os parametros, dadas algumas condi9oes de regularidade, sera 

assintoticamente normal e nao-viesada com matriz de covariancia igual a inversa da matriz de 

informa9ao de Fischer (ver Ramanathan, 1993) e, portanto, os procedimentos tradicionais de 

inferencia podem ser imediatamente procedidos. 

No caso de se considerar como distribui9ao condicional a t-Student multivariada, assim 

sera a sua fun9ao de verossimilhan9a: 

^ V + /7 N 

l(Q\x¥) = -——^-In 

M If 

9 Vv 
v y 

y]{v-2)n: 

i T 

- t ln|^ 
2,= 

v + n 

JU+l 
Sln 

2 f=T+i 

-1 \ 

1+ £t t t 

v-2 (49) 

9. 5 Restri96es e inferencia 

Para que uma das flm9oes acima seja maximizada e preciso impor restri9oes para garantir 

que a matriz de covariancia seja positiva definida. Por isso, estima-se a fun9ao de 

verossimilhan9a sujeita a restri9ao de que os autovalores da matriz de covariancia condicional 

sejam simultaneamente maiores do que zero. 

Para garantir que a serie seja estacionaria e preciso que as raizes da seguinte polinomial 

estejam fora do circulo unitario: 

m2i\[p,q\ 

i- X («,+/',K 

/=1 
-0 (50) 

onde /Leo autovalor associado a cada dos autovetores. 

Como os parametros sao restritos, surgem serias dificuldades para a inferencia estatistica. 

O metodo usual de inferencia estatistica, o calculo da matriz de covariancia e constru9ao da 

estatistica /, a partir dos desvios padroes dos parametros, nao funciona quando as restri96es 
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envolvem desigualdades. Isso se deve ao fato de que as regioes de confian9a nao serao 

simetricas em relagao as estimativas. Para superar essa dificuldade pode-se computar os limites 

de confian9a por intermedio de simula96es (ver Schoenberg, 1997). 

9.6 Conclusao 

Alem das obje96es levantadas anteriormente para a formula9ao do MGARCH, Bollerslev, 

Engle e Nelson (1994) adicionam as seguintes: e preciso reconhecer como se da a causalidade 

de Granger na variancia, i.e., verificar se existe alguma formula9ao passada que prediz melhor 

do que outra. A outra considera9ao e verificar se as correla96es dos coeficientes de regressao 

sao variantes no tempo e, se sao, verificar se tern as mesmas propriedades de persistencia 

como as variancias. Uma terceira preocupa9ao deve ser com rela9ao a combina9ao linear de 

variaveis ou carteiras com menor persistencia do que as series ou ativos individualmente. 

Finalmente, a mais natural questao trata de como se propagam os efeitos assimetricos nesse 

espa90 multivariado. 

A defini9ao do modelo GARCH multivariado a ser usado pode seguir a mesma formula9ao 

da se9ao 4, considerando-se os determinantes da variancia e o produto de st quando pos- 

multiplicado pelo seu transposto. Por exemplo, a equa9ao (26) fica, no contexto multivariado, 

da seguinte forma: 

E\=Y\£t£'t-?-t\ (51) 
(=i 

10 Considerafoes finals 

Neste artigo procurou-se apresentar sistematicamente os modelos GARCH, inclusive 

mostrando-se duas extensoes importantes relativas a especifica9ao univariada mais geral e a 

multivariada. O proposito foi facilitar a compreensao de seu flincionamento e ressaltar alguns 

problemas teoricos e praticos que surgem quando se trabalha com dados empiricos. Detalhes 

a respeito de especifica9ao, verifica9ao e estima9ao foram abordados. 

Acredita-se que a contribui9ao deveu-se tambem ao fato de trazer para lingua portuguesa, 

pela primeira vez, as diversas variantes dos modelos GARCH. Em lingua inglesa, trabalhos 

desse tipo encontram-se em Bera e Higgins (1995) e Bollerslev, Engle e Nelson (1994), alem 

de inumeros capitulos de livros dedicados especialmente a este assunto. 
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Em termos de resultados empiricos, grande parte dos artigos citados ao longo deste 

trabalho mostra alguma aplicafao. Adicionalmente, Issler (1999) usa os modelos GARCH 

univariados em series financeiras brasileiras; Bueno (1999) aplica modelos multivariados para 

mercados futuros brasileiros; Bansal e Yaron (2000) apresentam um exemplo de aplica^ad em 

finan^as para modelos de equilibrio geral com agente representativo, como forma de replicar 

fatos estilizados observados no mercado financeiro. 

Novos modelos e testes continuam sendo desenvolvidos, como, por exemplo, o modelo 

com variancia condicional e mudan^a de regime (ver Franses e Dijk, 2000 e Hamilton e 

Susmel, 1994), e testes quando a equagao da media tern sido mal especificada (ver Lumsdaine 

eNg, 1999). 
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