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RESUMO 

0 objetivo do trabalho e obter indicios da presenga de dinamica caotica determimstica na evolugao do IBOVESPA 

entre os anos de 1978 e 2000. Este tipo de dinamica, como se sabe, implica que a serie apresentara um alto gran 

de sensibilidade em relagao a variagoes nas condigoes iniciais, mas nao um comportamento aleatorio. As 

tecnicas utilizadas foram a do diagrama de recorrencia e a de filtragens sucessivas com modelos auto-regressivos 

do tipo ARCH, capazes de modelar a heterocedasticidade condicional, seguidas por testes realizados por meio 

da estatistica BDS. O resultado obtido foi a identificagao de evidencias da presenga de dinamica caotica na 

evolugao do IBOVESPA durante alguns periodos da decada de 1990. 
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ABSTRACT 

The purpose of the paper is to look for indications of chaotic dynamics in the monthly evolution of IBOVESPA 

in the period 1978/2000. This kind of dynamics, as it is known, implicates that the series will present high 

sensibility to variations in initial conditions, but not a random behavior. The techniques employed were the 

recurrence plot followed by successive filtering of the residuals by ARCH's type autoregressive models, 

capable to model the conditional heterocedasticity; the final step was to test the residuals against BDS 

statistics. The conclusion obtained after filtering the series was the identification of evidences of chaotic 

dynamics in the evolution of IBOVESPA during the 1990's. 
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1 Introdu^ao 

Uma das expectativas que se criaram com as aplica96es iniciais da teoria do caos a 

economia, a partir de meados da decada de 1980, foi a de que algumas series de tempo 

representativas da evolugao de variaveis aparentemente estocasticas (depois de extraidos os 

componentes de tendencia linear e de sazonalidade), como indices de pre90S de a96es, 

poderiam apresentar um componente caotico deterministico ate entao nao identificado. 

Supunha-se que, se cumprida essas expectativas, esse componente seria, pelo menos 

teoricamente, passivel de previsao em periodos curtos, por meio de metodos nao-lineares, 

como o de aproxima96es lineares locais, de analise espectral, dos vizinhos mais proximos, 

redes neurais, splines e outros (ver, por exemplo, Casdagli e Eubank, 1991, Herbst, 1992; 

Lebaron, 1992a, 1992b; Brock e Potter, 1993). O problema e que, a medida que as tecnicas 

de detec9ao de nao-linearidades foram sendo simultaneamente desenvolvidas, menos 

evidencias convincentes de dinamica caotica deterministica foram encontradas em series 

economicas. Assim e que, por exemplo, frustraram-se as expectativas de que as series 

macroeconomicas, como as de produ9ao industrial e emprego, estivessem normalmente 

sujeitas a esse tipo de dinamica. (Brock e Sayers, 1988; Frank e Stengos, 1988; Ramsey, 

Sayers e Rothman, 1990) Mesmo em series onde os problemas de agrega9ao e de obten9ao 

de dados com a periodicidade necessaria nao eram tao limitantes para esse tipo de estudo, 

como nas series de pre90S de a96es, os resultados nao tern sido muito melhores. Alguns dos 

trabalhos considerados classicos no tema nao encontraram evidencia convincente de caos 

deterministico na evolu9ao dos pre90S das a9oes na Bolsa de Valores americana (Hsieh, 

1991), enquanto outros tern apresentado evidencias apenas heuristicas deste padrao nessas 

series. (Mayfield e Mizrach, 1992) Trabalhos recentes sobre o mercado de a9oes brasileiro, 

embora nao concebidos para testar a presen9a de dinamica caotica nos dados, confirmam os 

resultados internacionais, concluindo que modelos estocasticos de previsao de volatilidade da 

classe ARCH sao capazes de reproduzir teoricamente varios fatos estilizados observados nas 

series financeiras; isto e, concluem (implicitamente) nao ser necessario recorrer as tecnicas 

associadas a teoria do caos para apreender a dinamica do mercado acionario brasileiro. 

(Herencia et a/., 1995; Morais e Portugal, 1999) Observe-se, entretanto, que tais modelos 

subestimam ou superestimam a verdadeira volatilidade para uma grande propor9ao dos 

retornos dos investimentos em a96es (Herencia et a/., 1998), o que sugere a presen9a de um 

componente deterministico ou estocastico, mas modelavel, remanescente nao identificado. 

O objetivo deste trabalho e mostrar que, diferentemente das conclusoes obtidas pelos 

trabalhos acima mencionados, o emprego combinado de duas tecnicas - o diagrama de 

recorrencia e da filtragem progressiva da serie de dados por meio de modelos do tipo ARCH, 
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testando os residuos contra a estatistica BDS (cujo significado sera esclarecido a frente) - 

permite obter evidencias sobre a presenfa de caos determimstico no mercado de a9oes 

brasileiro na decada de 1990. Procurar-se-a mostrar especificamente que a tecnica do 

diagrama de recorrencia permite identificar os intervalos da serie de dados onde a presen9a 

de dinamica caotica e plausivel e, portanto, identificar os periodos em que o processo de 

filtragem provavelmente nao resultara em uma serie de residuo white noise, em que as 

estatisticas BDS nao sao significativas. Na se9ao seguinte do trabalho apresentam-se os 

elementos indispensaveis da teoria do caos para acompanhar a discussao posterior; na se9ao 

tres descrevem-se os procedimentos metodologicos basicos adotados e, sucintamente, a 

tecnica do diagrama de recorrencia e o significado da estatistica BDS. Na se9ao quatro 

identifica-se o periodo para o qual a serie do IBOVESPA parece apresentar evidencias de 

dinamica caotica, de acordo com a tecnica do diagrama de recorrencia; nesta mesma se9ao 

testa-se essa possibilidade, filtrando-se os dados com modelos da classe ARCH, testando-se 

os residuos com a estatistica BDS. A se9ao 5 conclui o trabalho sugerindo que ha evidencias 

de caos determimstico na serie diaria do IBOVESPA entre 01/3/1990 e 30/12/98 e 

explicando a importancia deste tipo de trabalho. 

Alerta-se o eventual leitor que este trabalho restringe-se unicamente a tentar identificar nao- 

linearidades na serie do IBOVESPA compativeis com caos determimstico. Portanto, foge 

completamente aos objetivos tentar especificar modelos de previsao, como os referidos no 

inicio dessa introdu9ao. Aidentifica9ao convincente de caos na evolu9ao dos pre9os das a9oes 

e, entretanto, um passo preliminar indispensavel para a eventual constru9ao de modelos de 

previsao. 

2 Elementos basicos da teoria do caos 

Nesta se9ao apresentar-se-ao apenas os elementos essenciais da teoria para a 

compreensao do problema de pesquisa e da metodologia adotada; ha imimeros textos com 

graus variados de complexidade que fornecem uma visao geral sobre a questao, entre eles o 

classico Gleick (1990) e o recente, e extremamente acessivel, Gleiser (2002). 

As duas caracteristicas basicas da dinamica caotica sao: i) o fato de que trajetorias que se 

iniciam proximas umas das outras divergem completamente apos um certo niimero de periodos 

e ii) a propriedade de que essa divergencia, no entanto, circunscreve-se a um atrator no espa90 

de fases do sistema em questoes. Aprimeira caracteristica significa que o sistema em questao 

apresenta um ou mais expoentes de Lyapunov positives e, a segunda, que ele apresentara baixa 

dimensao no espa90 de fase. 



558 ECONOMIAAPLICADA, V 6, N. 3,2002 

Pode-se considerar os expoentes de Lyapunov como a taxa de divergencia de trajetonas, 

como segue. 

Seja o mapa unidimensional1 

Xn + l = F{Xn) 0) 

Assumam-se dois pontos iniciaisxO ej^O a distancia entre eles 

S = yO- xO 

Suponha-se que depois de uma itera9ao a distancia seja: 

S = yl - xl ^ 

De modo que se L mede a taxa exponencial de expansao entre as distancias como 

resultado de uma iteragao: 

S' = eLS (4) 

A equai^ao (3) pode ser escrita como; 

S' = F{yO)-F(xO) 

= FixO + S)- F(xO) 

Usando (4) e (5) tem-se; 

lF(xO + S)-F(xO) | = |<5 \eL 

Alem disso, iterando-se o mapaN vezes tem-se: 

1 O argumento pode ser facilmente generalizado para mapas de varias dimensoes, mas para os objetivos desta se9ao o 

caso mais simples parece ser suficiente. 



Bueno, N. P.:Algumas evidencias de nao-linearidades compativeis comcaos deterministico no IBOVESPA 559 

Fw(xO + <?)-Fw(xO) \ = \S | e 
ML 

que pode ser escrita como 

r 1 , FN(xO + S)-FN(xO) 
L — — In 

N 

Como L depende de N e ^ considerando uma distancia inicial infinitesimal depois de um 

numero infinito de itera96es tem-se: 

/l OO) s Z,(xO) = lim lim—In F + ^ 
N 

N —>00 (5 —> 0 

1 

(6) 

dFN (xO) 

dxO 
= lim 

N 
In 

r 
A expressao (6) e o expoente de Lyapunov. E imediato que valores desse expoente 

superiores a zero aumentam a divergencia exponencial entre duas series que pattern de 

condi9oes iniciais arbitrariamente proximas. Isto e, expoentes de Lyapunov maiores do que 

zero indicam que o sistema apresenta hipersensibilidade em rela9ao as condi9oes iniciais. 

Entretanto, para que sua dinamica possa ser considerada caotica e necessario, como antes 

mencionado, que ele apresente estacionariedade, isto e, que a serie de tempo que representa 

o sistema nao seja simplesmente explosiva. Isto significa que a serie tern que se desenvolver 

num espa90 de fase limitado, o que, sob certas condi96es, pode ser demonstrado como 

significando que o atrator do sistema e de baixa dimensao: a segunda caracteristica necessaria 

para caracterizar um sistema sujeito a dinamica caotica. 

A Figura 1, a seguir, mostra uma serie representativa de um sistema caotico (de baixa 

dimensao) e uma representativa de um sistema puramente estocastico. Observe-se que, 

diferentemente da primeira, a serie estocastica ocupa integralmente o espa90 tridimensional. 

Se fossem considerados retratos de fase de dimensao mais elevada, a serie estocastica iria 

ocupar integralmente o espa90 em cada uma dessas dimensoes, enquanto que a serie 

deterministica permaneceria restrita ao espa90 inicial. 
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Figura 1 

Propriedades Dimensionais de Processes Caoticos e Processes Estocasticos 
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As tecnicas do diagrama de recorrencia e de teste contra a estatistica BDS, descritas a 

seguir, permitem avaliar se uma serie de tempo apresenta instabilidade e baixa dimensao no 

espa90 de fase, isto e, permitem avaliar se a serie pode estar representando a evolu9ao de 

um sistema sujeito a dinamica caotica. 

3 Metodologia 

3.1 Procedimentos basicos 

A metodologia basica a ser empregada consiste em detectar, em primeiro lugar, as faixas 

onde parece mais plausivel a ocorrencia de dinamica caotica na serie mensal do EBOVESPA 

entre Janeiro de 1978 e julho de 2000. Identificada a faixa na serie de dados mensais em que 

a dinamica caotica parece estar presente, adota-se o procedimento sugerido por Hsieh (1991) 

e empregado na maior parte dos estudos sobre detec9ao de caos no mercado de a9oes 

realizados posteriormente. Este procedimento consiste em filtrar a serie, procurando-se 

eliminar tres dos quatro tipos tipos de dependencia entre as observa9oes, detectaveis pela 

estatistica BDS; i) dependencia linear; ii) nao estacionariedade produzida por mudan9a 

estrutural na serie de dados e; iii) dependencia estocastica nao-linear. O objetivo e obter series 

de residues pos-filtragem do tipo ruido branco, como indicado pela estatistica Q de Ljung- 

Box. Neste caso, nao deveria haver mais qualquer padrao na serie, e a estatistica BDS deveria 
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ser nao significativa. Se isso nao ocorrer, isto e, se a estatistica BDS for significativa mesmo 

apos a eliminagao desses tres tipos de dependencia entre as observafoes, pode-se concluir 

pela presenga de nao-linearidades compativeis com a presenga de caos determimstico na serie 

do ffiOVESPA. 

3.2 Diagrama de recorrencia e estatistica BDS 

A tecnica do diagrama de recorrencia foi concebida originalmente por Eckman etal. (1987) 

para detectar nao-linearidades e, eventualmente, dinamica caotica em sinais experimentais na 

fisica. Nao se pode fazer aqui, evidentemente, uma revisao autocontida da ja enormemente 

extensa literatura sobre dinamica nao-linear, caos e tecnicas para detecta-los, mas e indispensavel 

para os objetivos deste trabalho fomecer uma compreensao intuitiva do que se trata. 

Series de tempo representativas de sistemas sujeitos a dinamicas altamente nao-lineares 

apresentam-se aparentemente como processes estocasticos, em que as inova9oes sao 

independente e identicamente distribuidas, isto e, tern media zero e variancia constante. Em 

termos intuitivos, isso significa que as observa9oes distribuem-se de forma aparentemente 

aleatoria, nao formando qualquer padrao identificavel. O objetivo dos estudos em dinamica 

nao-linear, para os quais a tecnica do diagrama de recorrencia foi concebida, e tentar detectar 

padroes ocultos por tras dessa aparente aleatoriedade. No caso de sistemas sujeitos a 

dinamicas caoticas, por exemplo, a aleatoriedade ocorre basicamente porque tais sistemas sao 

altamente sensiveis em rela^o a varia^oes em suas condi96es iniciais, mas restringe-se a certos 

limites. Embora o sistema seja imprevisivel localmente, isto e, seja impossivel prever o valor 

exato do estado que ele assumira em qualquer ponto de sua trajetoria futura a partir dos 

estados anteriores, pode-se identificar um padrao geral para a sua evoIu9ao de longo prazo. 

0 exemplo mais conhecido e o famoso atrator de Lorenz para a evolu9ao do clima, com suas 

estranhas asas de borboletas um pouco retorcidas, as quais restringem o espa9o de fase em 

que o clima pode variar. O caos determimstico, em outras palavras, aparece quando o que 

parecia essencialmente arbitrario surge repentinamente organizado em um padrao geral 

identificavel teorica e visualmente; isto e, o termo caos determimstico refere-se a dinamica 

apresentada por alguns sistemas, que parece arbitraria, mas, na verdade, e produto de uma 

logica altamente nao-linear, em principio identificavel e passivel de ser especificada 

matematicamente. 

Sistemas nao-lineares sao sistemas que muitas vezes aparecem como "quase" caoticos, na 

medida em que sao menos sensiveis em rela9ao as condi96es iniciais, mas cujos padroes ou 

atratores, quando existem, nao sao obvios, como os atratores de ponto fixo ou de ciclo limite. 

v O diagrama de recorrencia e uma tecnica topologica (i.e., uma tecnica que estuda a organiza9ao 

geral do atrator) simples de identifica9ao de atratores dos sistemas altamente nao-lineares. 
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A essencia da tecnica e demonstrar que as observa96es de uma serie de tempo quase se 

repetem de tempos em tempos formando um padrao ou atrator. As observa^oes podem, por 

exemplo, afastar-se de seus valores medios durante, digamos, vinte penodos, para novamente 

aproximar-se nos dez penodos seguintes, voltando a se afastar nos 18 ou 23 penodos 

seguintes. Se se conseguir identificar um padrao desse tipo, entao for^osamente ter-se-a que 

admitir que existe uma logica subjacente, em principio identificavel, que faz com que um 

pequeno afastamento do sistema de suas condi96es iniciais coloque em a9ao ciclos de 

realimenta9ao positiva {positive feedbacks loops), contidos em algum momento por ciclos de 

realimenta9ao negativa, que obrigam o sistema a voltar a convergir. Assim, um sistema 

altamente nao-linear pode nao ser explosivo, embora seja instavel; nao e tambem aleatorio, 

uma vez que a probabilidade de um ponto qualquer de sua trajetoria localizar-se no interior de 

seu atrator nao e a mesma do que a de situar-se fora desse atrator, embora seja impossivel 

muitas vezes prever sua trajetoria exata. 

O ponto de partida para implementar o algoritmo do diagrama de recorrencia e a serie de 

tempo {x}, no caso em questao a serie do IBOVESPA medio mensal no periodo 

compreendido entre janeiro de 1978 e julho de 2000, considerando as observa96es 

isoladamente.2 O passo seguinte e tornar a serie estacionaria, eliminando a tendencia nos 

dados. Calculam-se a seguir os valores estimados x.est, obtendo-se por residuo os valores e.. 

Se a tendencia fosse a unica for9a comandando a dinamica da serie do IBOVESPA, a serie 

de erros e seria, entao, independente e identicamente distribuida (IID), isto e, teria media zero 

e variancia constante, e os erros seriam distribuidos aleatoriamente. Mas se nao for esse o 

caso, ter-se-a periodos em que esses erros sao sistematicamente pequenos, porque se uma 

observa9ao ocorre proxima a uma orbita, a observa9ao subseqiiente tambem o fara, seguidos 

por outros em que a divergencia entre os valores observados aumenta substancialmente, 

porque a dinamica e governada basicamente pela tendencia de longo prazo e, portanto, os 

erros distribuem-se de forma aleatoria. Para detectar as regioes onde um padrao oculto, alem 

da tendencia de longo prazo, esta presente, computam-se todas as diferen9as para cada 

observa9ao x: 

Se a diferen9a for superior a um certo valor (pequeno)3 s, assinala-se um ponto preto no 

diagrama de recorrencia; se for inferior, deixa-se em branco o espa90 correspondente.4 O 

eixo horizontal do diagrama indica a observa9ao de niimero i e o eixo vertical e designado 

para representar as observa96es x. Apenas para exemplificar, o diagrama a seguir (Figura 2), 

2 Em termos mais tecnicos, sem levar em conta uma dimensao de imersao. 

3 Para efeitos praticos, adota-se como valor de referencia inicial para e o desvio padrao das observa96es dividido pela 
amplitude da serie de tempo. 

4 Isto e, fixa-se uma observat^ao, por exemplo a primeira, e computa-se a difererKja entre o valor desta primeira observa9ao 

com os valores de todas as outras observa9oes componentes da serie-. 
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construido com o software Visual Recurrence Analysis, desenvolvido por Kononov (1999) 

e a ser utilizado na se9ao seguinte do trabalho, representa 5000 observa9oes diarias 

subseqiientes do indice Dow Jones: 

Observe-se, em primeiro lugar, que os valores proximos a diagonal encontram-se em 

branco, o que significa que observa96es temporalmente proximas do indice refletem valores 

tambem proximos (ate aproximadamente a observa9ao de mimero 2700). Alem disso, 

observa-se um primeiro padrao claro: os valores obtidos para varias observa96es 

subseqiientes estao bastante proximos (a diferen9a entre eles e pequena); assim, se o indice 

sobe em um dia, a tendencia e que ele continue a subir no dia seguinte e no proximo. Esta 

faixa do diagrama aparece, portanto, como um grande quadrado branco. A partir dai, 

entretanto, esse padrao se desfaz, formando-se outro, representado pelo quadrado branco 

menor. As observa9oes correspondentes relacionam-se entre si, mas nao com as anteriores. 

Isto significa que a logica que comanda a evolu9ao do indice nesse periodo e diferente da do 

periodo anterior. Assim, se se deseja prever a evolu9ao do indice, digamos, a partir da 

observa9ao de mimero 3000, as informa96es contidas nas observa9oes correspondentes ao 

primeiro quadrado branco serao imiteis, devendo ser utilizadas no modelo de previsao apenas 

as observa96es correspondentes ao segundo quadrado branco. 

Figura 2 
r 

Diagrama de Recorrencia para uma Serie de Observa96es do Indice Dow Jones 
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O diagrama de recorrencia permite, entao, constatar a existencia de dois penodos distintos 

na serie temporal analisada, embora, evidentemente, nao esclare9a sobre o que provocou a 

mudanga de padrao; mas, ao faze-lo, fornece pistas importantes sobre o que, de fato, se 

precisa estudar por outros meios. Em particular, diz que existe realmente uma logica 

governando a serie (inclusive eventualmente dinamicas nao-lineares), a qual pode, em 

principio, ser desvendada por analises teoricas e historicas. Nao e o que acontece quando os 

dados se distribuem aleatoriamente, como representado no diagrama de recorrencia de uma 

serie independente e identicamente distribuida retratado na Figura 3. Neste caso, e impossivel 

distinguir periodos, e qualquer exercicio de previsao e inutil, simplesmente porque nao ha 

padroes a identificar. 

Figura 3 

Diagrama de Recorrencia para uma Serie Puramente Aleatoria 
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O diagrama de recorrencia e uma tecnica de identificagao de nao-linearidades para a qual 

ainda nao foi desenvolvida uma teoria estatistica de erros padroes. Mas relaciona-se com outra 

tecnica para a qual isso ja foi feito. Trata-se da estatistica BDS, desenvolvida por Brock, 

Dechert e Scheinkman (1987). Essa estatistica, entretanto, diferentemente do diagrama de 

recorrencia, so pode ser empregada de modo confiavel para series extensas, contendo no 
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minimo 500, mas preferivelmente mais de 1000 observa96es. Uma vez identificado (com a 

tecnica do diagrama de recorrencia) o penodo em que a dinamica caotica e plausivel, pode-se 

entao trabalhar com dados diarios do IBOVESPA de modo a atender a exigencia minima de 

observa96es da estatistica BDS. 

A essencia da tecnica do diagrama de recorrencia, como se viu, e mostrar que series 

distribuidas de forma aparentemente aleatoria apresentam, na verdade, uma ordem intema; isto 

e, ao inves de serem distribuidas ao acaso, as observa96es relacionam-se umas com as outras 

de forma muitas vezes nao evidente, como quando existe um padrao nao linear governando as 

series. Para testar a existencia desse padrao em uma serie especifica calculam-se as distancias 

\x-xj e avaliam-se os intervalos em que essa diferen9a e pequena formando os quadrados 

brancos detectados, por exemplo, na serie do indice Dow Jones apresentada na subse9ao an- 

terior. 

A estatistica BDS parte do mesmo principio, isto e, da avalia9ao das distancias entre as 

observa9oes ou entre vetores contendo um conjunto de observa9oes. Ao somatorio das 

distancias contidas em um intervalo ^(pequeno) denomina-se de integral de correla9ao da 

serie5, para series aleatorias, o valor da integral de correla9ao (C] T(£)", na formula abaixo) 

sera pequeno, visto que os valores das observa96es distribuem-se normalmente em termos de 

um valor medio, e grande para series nao-lineares, visto que as observa96es distribuem-se de 

forma deterministica. A integral de correla9ao para a serie ordenada e dada por (Cm t(s)) na 

formula abaixo; seu valor sera relativamente elevado porque a probabilidade de um numero 

maior de observa9oes estarem proximas e maior quando a serie nao for distribuida 

aleatoriamente. Dito de uma outra forma, se a serie e independente e identicamente distribuida 

(i.e., se as observa96es sao distribuidas aleatoriamente), a probabilidade de uma diferen9a ser 

inferior a ^ e a mesma do que a de ser superior a esse valor; assim, se se representar essa 

serie no diagrama de recorrencia, ela aparecera como a Figura 4. Os padroes so surgem 

quando a probabilidade das diferen9as entre os valores das observa9oes serem menores do 

que 6" for maior do que a das series IID. 

A estatistica BDS e entao calculada como a diferen9a entre esses dois ultimos valores, isto 

e, seu valor e dado pela integral de correla9ao da serie original menos os valores dessa inte- 

5 A expressao para a integral de correlate) de uma serie de pontos distribuidos no espa90 m-dimensional e dada por: 

) = Z.>X(<.*r) [^.(r,,,-1)], onde Tm =e IF{x^x^) e uma 

fun9ao indicador que iguala 1 se Uf — xH < £" e iguala zero nos outros casos 
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gral obtidos para series de medias e variancias identicas, mas distribuidas aleatoriamente. Mais 

precisamente, o valor da estatistica BDS, fVnT, e dado por; 

rv _Jf[Cnr(e)-Cl .,(£)"]/ 

"■T~' AnA£) 

Onde T q o numero de observa^oes considerado em uma amostra especifica de 

observa96es5 e cruma estimativa do erro padrao assintotico de [C^s) - (Cl T{£)"]. As 

simula95es para essa estatistica realizada pelos autores mostram que ela tende a distribuir-se 

assintoticamente da forma normal padrao (ver, para mais detalhes: Brock etal., 1991 e Hsieh, 

1991). 

O software desenvolvido por Dechert (1993) calcula o valor e a significancia da estatistica 

BDS, o que permite verificar se series que apresentam padroes detectaveis visualmente 

passam tambem por esse teste de nao-linearidade, isto e, apresentam estatisticas BDS com 

valores superiores aos valores criticos da distribui9ao normal padrao. 

4 Resultados 

4.1 Aidentifica9ao de padroes gerais com o auxflio do diagrama de recorrencia 

AFigura 4 apresenta o diagrama de recorrencia para a serie do IBOVESPA mensal entre 

Janeiro de 1978 e dezembro de 2000 filtrada da tendencia, como explicitado na se9ao ante- 

rior.6 

Na resolu9ao a cores, distancias maiores entre os residuos sao assinaladas com cores mais 

"frias" e vice-versa. Assim, observa-se a existencia de uma fma estrutura nos dados que se 

torna mais marcada na figura que se forma na parte superior esquerda do diagrama e se 

reproduz no canto direito inferior. Como ocorre nos atratores caoticos, por exemplo no atrator 

que representa um conjunto de Mandelbrot,7 a dinamica da serie de residuos parece ser 

6 A equa^o estimada foi In EBV = -23,9110 + 0,1370t R2 = 0,9588. 
(0,0000) (0,0000) 

7 Ver, por exemplo, Greedy e Martin (1994, cap. 3); Anexo, apresenta-se uma representa9ao do conjunto de Mandelbrot 

para efeito de compara9ao. 
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govemada por um mecanismo basicamente determinista, embora muito sensivel em rela^o as 

condi9oes iniciais; isto pode ser verificado pela forma fractal das figuras que se reproduzem 

em escalas progressivamente menores (observe que a figura em verde reproduz em escala 

menor a figura em vermelho na faixa externa da figura completa e a figura azul, no centro, 

reproduz a figura em verde). Esta ultima caracteristica e a propriedade mais tipica e intrigante 

dos atratores caoticos, denominada de auto-similaridade. Observe-se que essa repetif^ao de 

padrao nada tern a ver com uma possivel sazonalidade nos dados, como mostrado pela fun9ao 

de autocorrela9ao parcial representada na Figura 5; caso houvesse sazonalidade, os dados da 

serie tenderiam a mostrar algum grau de correla9ao com os dados correspondentes defasados 

em doze meses, que nao e o que acontece.8 

Figura 4 

Diagrama de Recorrencia para a Serie Mensal de Residues do IBOVESPA 
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8 Ver por exemplo Pindyck e Rubinfeld (1998, p. 504). 
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Figura 5 

Serie de Residues do IBOVESPA- Fun^ao de Autocorrela^ao Parcial 
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Observe-se ainda que este mesmo padrao se forma se ao inves de se utilizar os residues 

da equa^o de regressao para dados mensais, utilizar-se dados diarios. O diagrama 

representado na Figura 6, formando o mesmo padrao mostrado na Figura 4, foi construido 

com os residues da regressao de tendencia para dados diarios do IBOVESPA, no periodo 

Janeiro de 1988/dezembro de 1998. 

Figura 6 

Diagrama de Recorrencia para a Serie Diaria de Residues do IBOVESPA 
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O significado da propriedade de auto-similaridade, nesse contexto, e o de que a desordem 

e, portanto, a imprevisibilidade do sistema aumentam de acordo com certas regras as quais 

sao, em principio, identificaveis. Apenas para efeito de facilitar a compreensao, observe-se 

que, iniciando, por exemplo, em margo de 1982 (Figura 4), os residues entre os valores 

estimados pela equa^o de regressao e os valores observados do IBOVESPA estao sempre 

muito proximos (isto e, a diferen9a entre eles e pequena) pelo menos ate julho de 1990, 

quando come9a a se formar a figura vermelha. Um pouco mais a frente (lembrando que as 

marcas no eixo das ordenadas correspondem simetricamente aos periodos destacados no eixo 

horizontal), forma-se a figura verde e, por volta de julho de 1994, a figura azul, que indica que 

o sistema encontra-se em seu mais levado grau de instabilidade. E interessante observar que e 

facil construir uma figura fractal, como a acima, a partir de um sistema perfeitamente 

determinista de equa96es diferenciais nao-lineares, mas nao ha nenhuma razao para esperar 

que ela apare9a em uma serie de sinais, a menos que essa serie seja produzida por um 

mecanismo deterministico. Existem boas razoes, portanto, para supor que algum mecanismo 

deste tipo esteve em opera9ao na decada de 1990, o qual teria produzido uma dinamica no 

minimo semelhante a apresentada por muitos sistemas caoticos deterministicos ja identificados 

em outras areas de estudo. Na se9ao seguinte, procura-se testar rigorosamente essa 

possibilidade por meio da estatistica BDS. 

4.2 A identiflca9ao dos padroes ocultos 

Focalizando a analise no periodo compreendido entre 01/03/1990 e 30/12/1998, dados 

diarios de fechamento do IBOVESPA, constroi-se, em primeiro lugar, a serie de retornos 

definida por: 

R = ln(IBVt/ IBVJ 

O passo seguinte, uma vez que a primeira diferen9a normalmente remove a dependencia 

linear nos dados (Hsieh, 1991), e eliminar a nao-estacionariedade remanescente na serie, 

removendo primeiramente a heterocedasticidade condicional nos dados por meio de modelos 

do tipo ARCH. Apos essa filtragem, se se obtiver uma serie em que os residuos nao estejam 

autocorrelacionados, de acordo com a estatistica Q de Ljung-Box (e nao houver indicios da 

presen9a de nao estacionariedade produzida por mudan9a estrutural nos dados), havera 

evidencias da presen9a de nao-linearidades compativeis com caos deterministico se um mimero 

expressivo de estatisticas BDS para esses residuos forem estatisticamente diferente de zero. 
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Apos extraida a primeira difereiK^a nos logaritmos, o modelo que minimizou o criterio 

de Schwartz foi o AR (20) - GARCH (1,1), apresentado abaixo apenas com os termos 

estatisticamente significativos ao nlvel de 5% ou menos: 

R, = 0,00397+ 0,07842^., +0,05585^., +0,06073^_8 +0,049607^,+ 0,04382^.17 +0,03607^ 

h, - 0,00001+ 0,14007f,2., +0,86456/?,., 

0(8) = 3,037 p(^) = (0,219) 

0(16) =10,305 piq) = (0,414-) 

0(24) = 24,423 p(q) = (0,142) 

0(32)= 29,357 p(q) = (0,295) 

observagdes: 2155 

A analise tradicional de volatilidade nos mercados financeiros pararia por aqui,9 

considerando que, como nao ha correlapao entre os residuos tornados em grupos de 8, 16, 

24 e 32 observa^oes (as estatisticas Q nao sao significativas), o modelo teria captado qualquer 

posslvel padrao existente nos dados transformando a serie de residuos em ruldo branco. 

X / 
Entretanto, para isso ser verdade a serie de residuos zt = y., teria que passar no teste 

BDS, isto e, teria de gerar estatisticas BDS nao significativas. Nao e o que acontece nesse 

caso especifico, ou seja, o modelo GARCH parece nao captar toda a nao-linearidade existente 

na serie de retomos do IBOVESPA. ATabela 1 apresenta as estatisticas BDS calculadas para 

a serie de residuos, considerando-se intervalos e de 0,5, 1,0, 1,5 e 2,0 desvios padroes 

normalizados pela amplitude da serie e dimensoes de imersao de 2 a 6. 

9 Observe-se que o modelo acima e bastante semelhante aos estimados em outros trabalhos para o penodo, apresentando, 

em geral, as mesmas propriedades, como por exemplo o elevado grau de persistencia a cheques indicado pela presenija 

de raiz proxima a unidade na equaijao da variancia. Ver a respeito, entre outros. Morals e Portugal (1999). 
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Tabela 1 

Estatisticas BDS para a Serie de Residues do Modelo 

AR(20)-GARCH( 1,1) do BBOVESPA Diario 

e/a 

1/2 1 3/2 2 

W2 0,589 1,080 0,944 0,587 

W3 0,591 1,964* 2,113* 1,482 

W4 0,591 2,549* 3,279* 2,528* 

W5 0,446 2,756* 4,161* 3,505* 

W6 0,318 2,709* 4,769* 4,412* 

Os valores indicados com asterisco indicam estatisticas BDS significativas ao nivel de 5% para teste bicaudal. 

Resta finalmente verificar se as estatisticas BDS estariam captando algum processo de 

mudan9a estrutural nos dados. AFigura? indica que nao parece ser esse o caso, pois a serie 

de residues e visualmente estacionaria; esta conclusao e corroborada pelo teste Phillips- 

Perron, que rejeita fortemente a hipotese de raiz unitaria na serie. 

Figura 7 

Residues Padronizados do IBOVESPA 
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Assim, o elevado numero de estatisticas BDS significativas sugere a presen9a de algum tipo 

de ordem remanescente na serie de residues, a qual, em razao das filtragens previamente 

realizadas, parece ser de natureza caotica. 
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5 Conclusao 

Utilizando, de forma combinada, as tecnicas do diagrama de recorrencia e de filtragens 

sucessivas com modelos auto-regressivos do tipo ARCH, capazes de modelar a 

heterocedasticidade condicional, seguidas por testes realizados por meio da estatistica BDS, 

acredita-se haver fornecido evidencias acerca da presen^a de caos deterministico no 

IBOVESPA durante a maior parte da decada de 1990. Nao se explorou no texto a razao de 

por que exatamente o IBOVESPA tenha apresentado essa dinamica no periodo. E tentador 

especular que o aprofundamento da abertura comercial na primeira metade dos anos 90 e os 

sucessivos choques produzidos pelas crises financeiras da segunda metade da decada, que 

tornaram os mercados financeiros mais volateis, tenham tambem os tornado mais "nervosos", 

no sentido de reagirem com mais sensibilidade as varia^oes nos fundamentos da economia. 

Para afirmar isso, entretanto, seriam necessarios mais testes, o que esta alem dos objetivos 

do trabalho. 

Por outro lado, considerando que os sistemas caoticos sao imprevisiveis, devido a elevada 

sensibilidade em rela^o as condi9oes iniciais, pode-se muito bem indagar qual o sentido 

pratico de se realizar este tipo de trabalho. A justificativa inclui tres argumentos. 

Primeiro, um sistema caotico e imprevisivel localmente, mas apresenta um grau de 

permanencia identificavel empiricamente no que se refere ao fato de apresentar atratores. Ou 

seja, se nao se pode prever a evolugao do sistema, digamos, mais de cinco periodos a frente, 

se e muitas vezes capaz de dizer os estados que o sistema nao pode alcangar; as "zonas 

proibidas" do espago de fase. 

Um segundo argumento que justifica estudos como o aqui realizado e que ha uma diferenga 

fundamental entre sistemas que sao imprevisiveis, em razao de estarem sujeitos a processes 

puramente aleatorios, e aqueles que sao imprevisiveis por serem regidos por dinamica caotica. 

Se se for capaz de separar uns dos outros, pode-se ganhar insights importantes sobre a 

dinamica de curto prazo do sistema. Por exemplo, poder-se-a eventualmente concluir que o 

aumento da volatilidade do mercado de agoes em um determinado periodo nao se deva 

apenas, e nem principalmente, a uma serie de choques aleatorios em mercados eficientes, mas 

ao fato de que esses choques colocam em agao mecanismos deterministas, ligados a formagao 

de expectativas, que tornam o sistema intrinsecamente mais instavel. Pode parecer pouco, mas 

tambem e possivel que essa constatagao possa fazer toda a diferenga na composigao de 

carteiras de investimento em momentos de instabilidade economica. 

0 argumento final e o de que embora seja impossivel fazer previsoes de medio prazo em 

sistemas sujeitos a dinamica caotica, tais sistemas apresentam, por assim dizer, uma certa 
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regularidade na produce) de entropia, regularidade esta que poderia, em principio, ser 

identificada e utilizada na elabora^ao de previsoes de curto prazo. Em particular, e razoavel 

acreditar que, mesmo em sistemas caoticos, tecnicas nao-lineares de previsao possam produzir 

estimativas melhores no curto prazo do que um gerador de niimeros aleatorios. 
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Anexo 

O Conjunto de Mandelbrot 
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Fonte: Gleick (1990). 




