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RESUMO 

Este artigo apresenta um estudo sobre a eficacia e as limita96es das redes neurais na aproximagao de fun9oes. 

Seu objetivo e avaliar a possibilidade de se estimar derivadas parciais de fungoes economicas a partir destas 

redes. Sao apresentados aspectos metodologicos importantes que devem ser observados na defini9ao da 

topologia e dos parametros das redes neurais a fim de que se possa atuar sobre a significancia dos resulta- 

dos. Conhecendo as derivadas parciais das fun96es economicas e possivel conhecer suas elasticidades, 

permitindo que se investigue o papel e o peso de cada uma das variaveis explicativas na composi9ao da 

variavel explicada, possibilitando uma analise e critica de fenomenos economicos. Um ensaio hipotetico 

sobre a aplicabilidade das redes neurais na economia e apresentado ao final. 
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ABSTRACT 

This article studies the efficiency and limitations of artificial neural networks when approximating functions. 

The aim is to evaluate the possibility of estimating partial derivatives of economy functions from these 

networks. Methodological aspects are observed in order to define the topology and the parameters of these 

neural networks to be able to control the results significance. Knowing the partial derivatives of economy 

functions is possible to know theirs elasticity, allowing research about the weight of each exogenous variable 

in the composition of the endogenous variable. Some analyses and discernments of economic phenomenon 

can be taken with this information. At last, we present a hypothetical experiment about the applicability of 

function approximation with neural networks in economy. 
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1 Introdu^ao 

A ferramenta classica utilizada para a analise quantitativa de redoes economicas e a 

econometria. Contudo, existem alternativas que tambem podem apresentar bons resulta- 

dos. Uma delas sao as redes neurais artificiais. For terem a vantagem de deixar a maior 

parte do complexo trabalho de modelagem a cargo de exaustivas itera96es computacio- 

nais, estas redes podem se revelar uma ferramenta importante de auxilio as analises quan- 

titativas de redoes economicas. 

As redes neurais artificiais sao um modelo computacional cujo paradigma de proces- 

samento da informa9ao foi originalmente inspirado no funcionamento do sistema nervoso 

cerebral. O ponto chave deste paradigma diz respeito a estrutura organizacional de tais 

redes. Elas sao formadas por um conjunto de elementos processadores simplorios, cha- 

mados de "neuronios", altamente interconectados entre si e que operam conjuntamente 

para resolver problemas especificos. Assim como o cerebro, que armazena conhecimento 

em fun9ao das sinapses entre os neuronios, o comportamento da rede neural e deter- 

minado pela sua organiza9ao.1 Dependendo do mimero de elementos processadores, do 

tipo de processamento inserido neles, da forma com que eles sao interconectados e da 

importancia (peso) de cada uma de suas interconexoes, a rede neural define o seu com- 

portamento. 

Em geral, as redes neurais se adequam bem a problemas em que nao se conhece uma 

solu9ao algoritmica para eles ou a solu9ao algontmica e muito complexa para ser encon- 

trada. O ponto forte e a capacidade de manuseio de dados imprecisos ou de explica9ao 

complicada, sendo util na extra9ao de significados dificeis de serem notados humanamen- 

te ou com tecnicas computacionais tradicionais.2 

Este artigo procura explorar a capacidade das redes neurais de modelar estes tipos de 

problemas, em especial aqueles em que se procura explicar fenomenos economicos.3 A 

ideia central e apresentar mecanismos capazes de explicar redoes de interdependencia 

1 O comportamento da rede neural representa sua fun^ao de transferencia, ou seja, a forma com que ela responde 

(saida) as diversas configura^oes da entrada. 

2 Tecnicas tradicionais sao tecnicas algoritmicas, onde o resultado computacional e previsivel e decorrente de uma 

seqiiencia conhecida de procedimentos. 

3 Os experimentos deste artigo se restringiram a um tipo de rede neural artificial conhecido como MLP (multilayer 

perceptrori) que, por suas caracteristicas, sao capazes de tratar dados nao linearmente separaveis. 
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entre as variaveis. Sabendo apenas que uma variavel e explicada em furu^ao de determi- 

nadas outras, chamadas explicativas, busca-se estimar o quanto a variavel explicada e 

sensivel as varia9oes das explicativas. Em outras palavras, o objetivo e buscar, por meio 

do uso de redes neurais, estimativas para as sensibilidades da variavel explicada relati- 

vamente as variaveis explicativas nas rela96es economicas, permitindo que se investigue 

o papel e o peso de cada uma delas na composi9ao do problema. Espera-se, desta forma, 

contribuir para a analise quantitativa dos fenomenos economicos, abrindo espa90 para 

que se realizem ensaios e estudos objetivando um maior entendimento da economia real. 

Cabe ressaltar que as redes neurais sao um recurso essencialmente computacional. 

Envolvem paradigmas e abstra96es proprios da ciencia da computa9ao, cujo entendi- 

mento, apesar de ser condi9ao importante para que sejam alcan9ados bons resultados 

na sua utiliza9ao, nao e fundamental para a compreensao dos aspectos metodologicos 

aqui apresentados. Desta forma, nao ha, neste artigo, o compromisso de se apresentar os 

fundamentos das redes neurais, a descri9ao de seu funcionamento, suas configura9oes, 

varia9oes tipicas e muito menos a modelagem matematica a elas associada. Sao assuntos 

que encontram uma vasta abordagem na literatura (como, por exemplo, em Braga et al, 

1998; Hykin, 2000; Zurada, 1992), inclusive com diversas aplica9oes em problemas eco- 

nomicos (por exemplo, em Diaz e Araujo, 1998; Silva et aL, 2001). Em rela9ao as redes 

neurais, este artigo procura se ater apenas aos aspectos metodologicos envolvendo sua 

sintonia,4 buscando expor suas potencialidades na tentativa de suplantar os desafios e 

demandas envolvendo as areas da economia e da computa9ao. 

A exposi9ao das ideias no artigo esta dividida em duas partes principais. A primeira 

delas apresenta o equacionamento do problema da busca de estimativas para as deriva- 

das parciais de fun9oes economicas, adequando-o as caracteristicas do modelo neural 

de computa9ao. Por meio de alguns testes de valida9ao sao identificados certos aspectos 

metodologicos necessarios ao ajustamento destas redes a fim de que elas respondam 

satisfatoriamente ao problema. Estes testes revelam tanto a potencialidade do modelo 

empregado quanto as resides e limita96es que devem ser observadas para se alcazar 

os resultados. 

Na segunda parte procura-se exemplificar a aplicabilidade do modelo neural na econo- 

mia, apresentando um problema hipotetico e analisando o comportamento das variaveis 

economicas envolvidas. Mais especificamente, procura-se, por meio das redes neurais, 

4 A sintonia da rede neural artificial e o ajuste de sua topologia e de todos os seus parametros a fim de que ela responda, 

satisfatoriamente, as demandas do problema. 
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exemplificar sua utiliza^ao na explica9ao de uma variavel dependente em fun9ao de suas 

variaveis explicativas em um problema macroeconomico tipico. 

2 Aproxima9ao de fun96es e o peso das variaveis explicativas 

Em economia se busca, muitas vezes, analisar certos fenomenos procurando uma as- 

socia9ao entre um conjunto de variaveis que se supoe, teoricamente, serem explicativas 

de determinada rela9ao de interdependencia com uma variavel explicada. Mesmo quando 

a teoria economica oferece muitos subsidios para a identifica9ao destas variaveis (expli- 

cativas e explicada), dado um problema real, e dificil, ao mesmo tempo que e necessario, 

dimensionar o quanto cada uma das variaveis explica ou contribui para a rela9ao sob 

analise, ou seja, qual o grau de influencia de cada variavel explicativa sobre a variavel 

explicada. 

Como se sabe, avaliar o papel e o peso das variaveis explicativas na composi9ao da 

variavel explicada e, na verdade, uma busca por uma fun9ao que relaciona as variaveis 

envolvidas, abstraindo-se da rela9ao temporal entre elas. Pode-se dizer que esta fun9ao 

e um mapeamento das variaveis explicativas na explicada, cuja representa9ao grafica, 

no espa90 euclidiano, e uma superficie em R para n-i variaveis explicativas. As carac- 

teristicas desta superficie representam o comportamento da variavel explicada diante do 

universe de combina96es das variaveis explicativas. 

Uma vez conhecida a superficie e possivel saber o quanto cada variavel explicativa 

contribui para a variavel explicada, ja que a taxa de varia9ao da superficie na dire9ao de 

cada eixo do piano representa o quanto a variavel explicada e sensivel as varia9oes da va- 

riavel explicativa correspondente (supondo variaveis explicativas independentes entre si). 

Estas taxas de varia9ao em cada ponto da superficie sao conhecidas como sensibilidades 

da variavel explicada em reIa9ao as variaveis explicativas, que equivalem, matematica- 

mente, as derivadas parciais da fun9ao. 

Mas como encontrar esta superficie? A maneira mais natural seria procurar observar 

um conjunto de pontos que supostamente pertence a superficie e buscar um aprendizado 

do comportamento do fenomeno economico a fim de deduzir a rela9ao de interdependen- 

cia entre as variaveis. Mas esta nao e uma tarefa facil. Quanto mais variaveis estiverem 

envolvidas e quanto mais complexa e nao linear for a rela9ao de interdependencia entre 

elas, mais dificil e a dedu9ao de qualquer regra de forma9ao entre os pontos. Uma forma 

de facilitar as a96es e admitir algum erro na dedu9ao da interdependencia, o que reduz 

a tarefa a busca de uma superficie aproximada que explique, satisfatoriamente, a rela- 
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9ao entre as variaveis. Dependendo do grau desta aproximafao, as derivadas parciais da 

fuiKjao assumem uma maior ou menor significancia. Quanto mais informatjao se tiver da 

superficie, ou seja, quanto mais e melhor distribuidos forem os pontos conhecidos, maior 

a representatividade da superficie expressa pelo problema e maior a confiabilidade das 

conclusoes extraidas. 

r 
E facil perceber que o caminho de busca da solu9ao pela observa9ao exaustiva do 

comportamento das variaveis envolvidas pode ser fortemente facilitado pela utiliza9ao de 

instrumentos automaticos de reconhecimento das interdependencias entre as variaveis. E 

as redes neurais, pelas suas caracteristicas, se adequam bem as necessidades de tais ins- 

trumentos. Em um processo conhecido como aprendizagem5 as redes neurais procuram 

extrair, a partir dos exemplos que Ihes sao apresentados, caracteristicas generalizaveis 

que relacionam a variavel explicada (saida da rede) ao comportamento das variaveis ex- 

plicativas (entrada da rede). Com isso, adquirem uma capacidade de responder consisten- 

temente a estimulos,6 tanto os usados no seu treinamento quanto a outros, desde que estes 

outros sejam relativamente assemelhados aqueles utilizados no treinamento. 

Esta capacidade de responder a estimulos desconhecidos revela uma caracteristica im- 

portante das redes neurais, a predi9ao, que encontra diversas aplica96es. Embora a mais 

popular delas, na area economica, seja a previsao de series temporais, onde se procura 

descobrir a vizinhan9a futura de novas ocorrencias de uma seqiiencia conhecida de pon- 

tos, este nao e o foco do presente artigo. O objetivo e explorar a predi9ao visando a um 

outro tipo de aplica9ao, que e a aproxima9ao de fun9oes economicas e a estimativa de 

suas sensibilidades. 

A partir de um conjunto suficiente de pontos que se sabe pertencer a fun9ao, muitas 

vezes expresso por series temporais, pode-se treinar uma rede neural para que ela seja 

representativa de uma superficie que expresse o seu comportamento, relacionando as 

variaveis explicativas com a explicada. Uma vez treinada a rede, e possivel predizer os 

valores da fun9ao nas vizinhan9as de cada ponto utilizado no treinamento, abrindo espa90 

para que se estime o valor das derivadas parciais da fun9ao nestes pontos. Por meio de 

metodos numericos simples e possivel chegar a estas estimativas, usando o proprio con- 

ceito matematico de derivadas parciais no ponto, tal como expresso pela formula a seguir 

(Lima, 1995): 

5 A aprendizagem das redes neurais e uma abstragao que esta associada a um processo computacional iterativo, cha- 

mado treinamento, que resulta na convergencia de seus parametros para valores que melhor se ajustam as condi^oes 

de contorno impostas ao problema. 

6 Estimulos sao padroes validos de entrada da rede, ou seja, configura^oes validas para as variaveis explicativas. 
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(1) 

onde o componente e. e um vetor unitario representativo do eixo da variavel x.. 

Cabe ressaltar que, diferentemente da econometria, a analise quantitativa oferecida 

pelas redes neurais nao parte de uma forma funcional previa, onde os parametros a serem 

determinados muitas vezes carregam interpreta9oes semanticas da rela9ao entre as varia- 

veis envolvidas. No modelo neural, apesar de existir uma expressao analitica que aproxi- 

me a fun9ao, compondo uma formula matematica que relaciona as variaveis envolvidas, 

seus parametros nao permitem interpreta9oes sobre a rela9ao de interdependencia entre as 

variaveis, isto e, nao se extrai, a partir deles, o papel e o peso de cada variavel envolvida 

no sentido em que as analises econometricas sugerem. Sao parametros estritamente com- 

putacionais, que determinam exclusivamente o comportamento da rede. 

Grosso modo, o que se obtem como resposta do modelo neural e analogo a uma apro- 

xima9ao de fun9ao por serie de Fourier finita: um somatorio de fiin96es de ativa9ao 

ponderadas pelos pesos das liga9oes entre os "neuronios" da rede. Desta forma, uma vez 

treinada, a rede neural pode ser encarada, do ponto de vista operacional, como sendo 

uma caixa-preta que tern como entrada as variaveis explicativas e como saida a variavel 

explicada. 

Assim sendo, a primeira questao que surge quando se procura utilizar redes neurais 

para aproximar fun9oes economicas a fim de se estimar suas sensibilidades e saber se 

elas sao realmente apropriadas para isto, ou seja, se a superficie gerada pela rede, apos 

o treinamento, carrega caracteristicas que permitem estimar suas derivadas parciais pela 

equa9ao 1, cujos resultados sejam consistentes. Mas a resposta esbarra logo numa difi- 

culdade: como avaliar a qualidade dos resultados se nao se conhece nem a fun9ao nem os 

corretos valores de suas derivadas? 

De fato, o grau de desconhecimento a respeito dos aspectos analiticos do problema 

impediria uma analise sobre a qualidade das estimativas das derivadas parciais. Contudo, 

e possivel encontrar indicatives que permitam inferir se os resultados apresentados pelas 

7 A fun9ao de ativa9ao do "neuronio" e a fun9ao que ativa sua saida considerando o valor da soma ponderada de suas 

entradas. 
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redes neurais, apesar de sujeitos a imprecisoes, podem representar uma boa estimativa 

daquilo que seria o verdadeiro. 

Um artificio que pode ser utilizado para se colher tais indicativos e testar a tecnica ofe- 

recida pelas redes neurais em problemas que sejam inteiramente conhecidos. Conhecendo 

a fun9ao de interdependencia e as variaveis envolvidas e possivel o confronto dos resul- 

tados apresentados pelo modelo neural com os valores verdadeiros, permitindo, portanto, 

uma avalia9ao da qualidade dos resultados. Desta forma, seguindo este artificio, estabe- 

leceu-se uma fun9ao hipotetica qualquer (a equa9ao 2 apresentada a seguir) para definir 

o comportamento de uma variavel explicada (z) para um problema com duas variaveis 

explicativas (x zy): 

Z = f{x,y) = s<m{x) + ¥--y + 'i (2) 

Partindo de duas series temporais tambem hipoteticas, escolhidas para representarem 

as variaveis explicativas, gerou-se, segundo a fun9ao estabelecida na equa9ao 2, um con- 

junto de pontos para representar a variavel explicada do problema, conforme ilustrado na 

Figura 1. Como se conhece, de acordo com as hipoteses adotadas, a expressao analitica 

da fun9ao, tambem se conhece as expressoes analiticas de suas derivadas parciais, o que 

permite saber o real valor destas derivadas nos pontos de treinamento da rede neural. 

Assim, agora e possivel comparar as estimativas geradas pelas redes neurais para estas 

derivadas com seus valores verdadeiros, avaliando a capacidade do modelo neural na 

aproxima9ao de fun9oes e de suas respectivas sensibilidades. 
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Figura 1 

Series Temporals das Variaveis da Fun^ao Estabelecida 

z = f(xIy) 

i i i i—i i i i i i ■ I i 
1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49 51 53 55 57 59 61 63 65 67 69 71 73 75 77 79 81 83 85 87 89 

.1 1. 

Antes de buscar esta comparafjao e importante destacar que o ponto chave na obten- 

9ao de bons resultados com a utiliza9ao de redes neurais e a sua sintonia, que consiste 

na definitjao de sua topologia e de seus parametros. Como nao ha valores e regras otimas 

conhecidas para a definiqao destes parametros, eles precisam ser ajustados caso a caso em 

funfao das caracteristicas do problema em questao, resultando em diversas possibilidades 

distintas de modelagem. Sendo assim, o artificio de utilizar as redes neurais em um pro- 

blema inteiramente conhecido pode, alem de avaliar o modelo neural, tambem explicitar 

aspectos metodologicos no processo de sintonia, ja que passa a ser possivel avaliar o im- 

pacto de alterafoes na organizaqao da rede na busca de melhores resultados. 

Voltando a Figura 1, o objetivo e buscar aspectos metodologicos para guiar o processo 

de sintonia de uma rede neural de modo a que ela seja capaz de representar satisfatoria- 

mente a fmujao que mapeia as variaveis explicativas na explicada. Pode-se identificar 

duas condiqoes fundamentais para o bom equacionamento deste problema. A primeira 

delas (condiqao 1) e que a rede neural sintonizada, uma vez estimulada pelas series das 

variaveis explicativas x e y, deve responder o mais proximo possivel da serie temporal 

da variavel explicada z.A segunda condi9ao (condi9ao 2) diz respeito a consistencia das 

estimativas das derivadas parciais da fun9ao, ou seja, ao se estimular a rede neural com 

valores na vizinhan9a de cada um dos pontos das series temporais das variaveis x ey, ela 
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deve fornecer respostas que, uma vez usadas segundo a equatpao 1, produzam resultados 

proximos dos verdadeiros, que podem ser calculados matematicamente. 

A combinatjao destas condi9oes define as restri96es que devem ser obedecidas na 

busca de uma superficie que expresse, de forma aproximada, a fun9ao que relaciona as 

variaveis explicativas e explicada. Sendo assim, a sintonia da rede neural deve ser guia- 

da observando-se o ajuste tanto em rela9ao aos pontos apresentados para treinamento 

(condi9ao 1) quanto em rela9ao as suas derivadas parciais nestes pontos (condi9ao 2). O 

equacionamento do problema segundo as condi9oes citadas sera chamado, no decorrer do 

texto, de aproxima9ao de fun96es. 

O cumprimento da condi9ao 1 se da automaticamente durante o processo de treina- 

mento da rede neural, onde se procura minimizar uma medida global de "erro", como, 

por exemplo, o erro medio quadratico,8 quando a rede e estimulada pelos pontos de 

treinamento. Ja o cumprimento da condi9ao 2 exige maiores considera9oes, visto que um 

bom cumprimento da primeira condi9ao nao significa, necessariamente, um bom cum- 

primento da condi9ao 2. Isto decorre do fato de que as derivadas parciais em cada ponto 

nao sao informa96es passadas a rede na fase de treinamento, deixando-a livre para moldar 

a superficie que relaciona as variaveis do problema, observada a condi9ao 1, de acordo 

apenas com as necessidades computacionais do processo de treinamento. Desta forma, 

uma excelente aproxima9ao em rela9ao aos pontos usados no treinamento pode resultar 

em estimativas discrepantes em rela9ao as derivadas da fun9ao. 

Esta liberdade que a rede neural tern para moldar a superficie faz com que se obtenham 

estimativas diferentes para as derivadas parciais a cada treinamento distinto da rede, o 

que e tao indesejavel ao problema em questao quanto inevitavel diante das caracteristicas 

do modelo. Uma chave para lidar com esta dificuldade esta em buscar uma sintonia para 

a rede neural que, a partir de inumeros treinamentos distintos, resulte em estimativas de 

derivadas parciais (nos pontos de treinamento) com alguma tendencia estatistica. Sendo 

assim, o cumprimento da condi9ao 2 representa, na pratica, um outro fator qualitative 

para a condi9ao 1, fator este associado a avalia96es estatisticas a partir de treinamentos 

repetitivos da rede neural sintonizada. 

Apesar desta flutua9ao das respostas ser intrinseca ao modelo neural, e possivel en- 

contrar caminhos que podem minimizar esta questao. Basicamente, o que se deve buscar, 

dada a complexidade do problema, e compatibilizar a densidade de informa9ao ofereci- 

8 Dentre outras medidas possiveis, o erro medio quadratico do ajuste e medido pela media do quadrado da diferer^a 

entre os valores apresentados como resposta pela rede neural e os valores alvo. 
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da a rede durante o treinamento com sua estrutura organizacional. Esta densidade e a ra- 

zao entre a quantidade de pontos utilizados no treinamento e a quantidade de parametros 

a serem determinados. 

Quando a topologia da rede esta superdimensionada, isto e, o numero de "neuronios" 

na sua camada escondida9 esta excessivo diante da quantidade (e tambem complexida- 

de) de pontos apresentados para treinamento, havera muitos parametros a serem determi- 

nados com dados que podem ser insuficientes para tal. Vale lembrar que cada "neuronio" 

da rede se interconecta a outros com liga96es cujos pesos precisam ser determinados a 

partir dos dados. Esta baixa densidade de informa96es pode fazer com que o processo 

de treinamento tenha pouca qualidade, conduzindo a resultados frageis e inconstantes 

para o comportamento da rede. Como resultado, tem-se uma superficie mais volatil, mais 

nervosa, com maiores flutua96es para a fun9ao aproximada, o que resulta em estimativas 

irregulares e inconstantes para as derivadas parciais. 

For outro lado, aumentar a quantidade de informa9ao sobre a superficie, por meio de 

um maior numero de pontos, aumenta os compromissos do treinamento, tornando-o mais 

complexo. Se essa maior complexidade nao for acompanhada por uma topologia com 

mais "neuronios" e, conseqiientemente, mais poderosa, a superficie resultante tende a ser 

mais suave, mais alisada, acompanhando mais as tendencias do que os pontos. Este me- 

nor grau de aproxima9ao em rela9ao aos pontos de treinamento resulta em um maior erro 

medio quadratico para o ajuste. 

Nao ha formulas conhecidas para se definir a melhor densidade de informa96es a ser 

utilizada no treinamento das redes neurais. Para cada situa9ao especifica deve-se buscar 

um equilibrio entre a quantidade de pontos utilizada no treinamento, o erro medio aceita- 

vel e a topologia da rede (especialmente a quantidade de camadas intermediarias e o nu- 

mero de "neuronios" nestas camadas). Este equilibrio e o principal aspecto metodologico 

na sintonia das redes neurais para uma boa aproxima9ao de fun9oes. 

Apesar do processo de busca deste equilibrio ter um forte componente empirico, e pos- 

sivel guia-lo, fazendo da qualidade da estimativa da derivada uma importante condi9ao 

9 A rede neural tern uma camada de entrada, que recebe as variaveis explicativas; uma camada de saida, por onde as 

variaveis explicadas sao lidas e uma (ou mais) camada intermediaria, chamada escondida, responsavel pelo carater 

nao linear do modelo. Teoricamente, redes com uma camada intermediaria podem implementar qualquer fungao 

continua, e a utiliza^ao de duas camadas intermediarias permite a aproxima^ao de qualquer fun^ao. (Braga et al., 

1998). 
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de contorno a ser perseguida para o equacionamento do problema. Entretanto, ao contra- 

rio da fuiKjao, onde pelo menos alguns pontos pertencentes a superficie que a representa 

sao conhecidos, nada se sabe a respeito das derivadas. A unica informa9ao geralmente 

disponivel e que elas existem e sao unicas para cada ponto da superficie. E justamente 

no sentido de se convergir para esta propriedade da unicidade das derivadas que se deve 

balizar a sintonia da rede, equilibrando, de um lado, a acuracia dos resultados estimados 

para as derivadas parciais da fun9ao e, do outro, um erro medio quadratico aceitavel para 

a aproxima9ao da superficie em rela9ao ao conjunto de pontos usados no treinamento. 

De modo geral, deve-se buscar este equilibrio utilizando o menor mimero possivel 

de "neuronios" na topologia da rede. Uma conseqiiencia disto e que a restri9ao que se 

impde ao mimero de "neuronios" da rede, a fim de se evitar superficies artificialmente 

nervosas na aproxima9ao, pode tambem impossibilitar que a rede expresse caracteristicas 

que sejam proprias da fun9ao. Isto pode ser facilmente percebido pelo fato do referido 

equilibrio ser estabelecido em razao do comportamento medio da fun9ao. Nas regioes 

do dominio onde a fun9ao e naturalmente mais volatil, a rede neural tende a atenuar a 

volatilidade real, podendo resultar em superficies cujas taxas de varia9ao estejam aquem 

do desejado. Esta limita9ao as varia9oes siibitas da fun9ao e uma restri9ao que deve ser 

entendida e considerada na avalia9ao dos resultados.10 

Cabe, neste momento, esclarecer melhor uma dificuldade que e oriunda de uma ca- 

racteristica intrinseca das redes neurais. A busca que a rede neural faz da superficie que 

melhor representa a fun9ao a ser aproximada e uma busca aleatoria em um espa9o infi- 

nito de possibilidades. Desta forma, a cada vez que se treina uma rede neural, ainda que 

sejam utilizados os mesmos dados e parametros11 e que a rede esteja bem sintonizada, 

obtem-se uma superficie diferente como resposta. Isto incorpora um carater probabilis- 

tico as aproxima96es geradas pelas redes. Evidentemente, superficies diferentes geram 

estimativas diferentes para suas derivadas. Estas diferen9as podem ser ate bastante acen- 

tuadas dependendo da sintonia estabelecida para a rede. Sendo assim, quando se diz que 

e esperado acuracia nas estimativas das derivadas da fun9ao nao significa esperar que 

seus valores se repitam a cada treinamento distinto, mas sim esperar que elas tenham uma 

10 A principio, poder-se-ia pensar em aumentar a densidade de "estimulos" de treinamento nas regioes de maior 

volatilidade, refinando o ajuste nestas regioes. Entretanto, numa aplica9ao real, ainda que se tenha controle sobre 

a geragao dos dados, o que nao e comum em analises economicas, se esbarraria na dificuldade de se identificar tais 

regioes, ja que a funcpao que relaciona variaveis explicativas e explicada e desconhecida. 

11 Supondo que cada treinamento parte de valores aleatorios para a configuragao inicial dos pesos das interliga96es 

entre os "neuronios" da rede. Caso contrario, a rede apresenta resultados que se repetem a cada treinamento se forem 

utilizados os mesmos dados e parametros. 
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distribui9ao de frequencia que seja unimodal e que tenha uma curtose o mais pontiaguda 

possivel (leptocurtica), conforme ilustrado na Figura 2. Desta forma, e possivel identificar 

uma medida de tendencia central (media, moda ou mediana) que possa representar, com 

relativa significancia, o valor da resposta da rede neural para cada ponto do treinamento. 

Entretanto, nao ha garantias de que distribuifoes com estas caracteristicas possam ser 

obtidas. Se, apos imimeras tentativas de sintonia da rede neural, nao for possivel obter 

distribui9oes satisfatorias, e importante ter em mente que quanto menos acuradas elas 

forem, mais frageis sao as afirma96es que se pode fazer sobre os resultados obtidos na 

tentativa de estimar sensibilidades de fun96es utilizando redes neurais. 

Figura 2 

Tipico Histograma Esperado para as Respostas das Redes Neurais Quando 

Estas Estao Bern Sintonizadas: Uma Distribui9ao Unimodal e Leptocurtica 

x = media 

s = desvio padrao 

-2 s -1,2 ^ -0,4 .s 0,4^ 1,2.5 2 s 

Pode-se perceber que este carater probabilistico do modelo neural confere pouca sig- 
r 

nificancia as estimativas de derivadas que sejam oriundas de uma unica rede treinada. E 

necessario buscar maior representatividade para as estimativas, o que pode ser consegui- 

do por meio de uma media de diversos valores provenientes de redes neurais que, ainda 

que possuam mesma topologia e parametros, tenham treinamento distintos para o mesmo 

conjunto de dados. Sendo assim, pode-se apresentar uma unica resposta que seja resultan- 

te da unifica9ao das diversas estimativas em dire9ao aos valores mais provaveis para as 

derivadas da fun9ao segundo a distribui9ao de frequencia dos valores apresentados pela 

rede. 
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Partindo dos dados apresentados na Figura 1, e seguindo os criterios estabelecidos 

para guiar a sintonia da rede neural, efetuaram-se inumeros treinamentos na busca da me- 
• 12 ^ 

Ihor topologia para a rede - sempre procurando equilibrar uma aproxima9ao em relate 

aos pontos apresentados (condi9ao 1) com uma relativa acuracia para as estimativas das 

derivadas nestes pontos (condi9ao 2). 

Como era esperado, estas estimativas apresentaram flutua96es em diversas faixas de 

valores para cada topologia testada. Entretanto, observou-se que em algumas topologias 

elas se concentraram em faixas mais estreitas que em outras, apresentando, portanto, re- 

sultados mais acurados. Mesmo nao significando precisao, ja que as faixas mais freqlien- 

tes podem nao incluir as derivadas verdadeiras, esta maior acuracia e sugestiva de melho- 

res resultados, pelo menos em rela9ao a sintonia da rede neural para o problema. Quanto 

mais pontiaguda for a curtose das distribui9oes de freqilencia nos pontos de treinamento, 

melhor sintonizada esta a rede para estimar as derivadas, observado o erro aceitavel para 

a aproxima9ao da fun9ao em rela9ao a estes pontos. 

A fim de conhecer as caracteristicas da distribui9ao de freqiiencia das estimativas das 

derivadas, construiu-se, utilizando a topologia da rede de melhor sintonia,13 um histogra- 

ma para cada ponto do conjunto de treinamento. Na observa9ao dos resultados, pode-se 

verificar que as distribui9oes de freqiiencia eram em forma de sino e com bastante si- 

metria para uma grande parte delas, apesar da heteroscedasticidade dos dados.14 Sendo 

assim, mesmo que o universo dos valores possiveis para as derivadas seja desconhecido, 

pode-se supor que as redes neurais, uma vez bem sintonizadas, geram amostras de dados 

cujos parametros estatisticos podem ser calculados, de forma aproximada, por meio das 

propriedades de uma distribui9ao quase-normal de dados. 

12 Todos os experimentos aqui apresentados foram realizados com o software MatLab acrescido do toolbox de redes 

neurais do mesmo fabricante. 

13 A sintonia da rede foi alcan^ada com uma rede neural MLP com uma unica camada escondida de 3 neuronios. A 

fun9ao de ativa9ao da camada escondida foi a tangente-sigmoide, e a da camada de saida foi a puramente linear. 

O erro medio admitido para a aproxima9ao da fun9ao nos pontos de treinamento foi menor que 1%, com ponto de 

parada em, no maximo, 100 itera96es (todos os treinamentos que cumpriram estas duas condi96es foram aprovei- 

tados). As variaveis foram normalizadas para o intervalo [-1,1] por uma transforma9ao linear, cujo impacto nas 

derivadas foi restabelecido apos o treinamento. 

14 A variancia das estimativas das derivadas parciais da fungao em cada ponto da serie nao foi constante. Certas regioes 

apresentaram maiores flutua96es de resultados que outras. 
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A Figura 3 ilustra os resultados alcaru^ados para as estimativas das derivadas da equa- 

9ao 2. Uma comparatfao entre as derivadas parciais verdadeiras da fun9ao, calculadas 

analiticamente, e os valores medios estimados para elas pelas redes neurais revela uma 

boa consistencia entre eles: as curvas sao semelhantes, seguem as mesmas oscila96es e 

flutuam dentro da mesma grandeza de valores. 

Figura 3 

Comparativo Entre as Derivadas Parciais Verdadeiras e as 

Estimadas pela Rede Neural para a Fun9ao Estabelecida 

Variavel X Variavel Y 
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Apesar disto, pode-se observar que em eertos pontos, mais do que em outros, oeorre- 

ram maiores diferen9as entre a derivada estimada pela rede e as derivadas verdadeiras, 

o que sugere a existencia de algum erro sistematieo da rede na moldagem da superfieie 

nestes pontos. As explica9oes para isto nos remetem para as considera96es matematieas 

de modelagem das redes neurais, eujas investiga96es fogem ao eseopo deste artigo. O 

importante, da leitura que se faz dos resultados apresentados, e que e possivel inferir que 

as redes neurais, ao aproximarem fun96es, o fazem de modo a permitir que se extraia 

estimativas das derivadas parciais destas fun9oes, estimativas estas que, apesar de carre- 

garem alguma imprecisao, podem oferecer uma boa aproxima9ao de seus valores reais. 

Cabe ressaltar ainda que quanto mais complexo e nao-linear for o comportamento da 

variavel explicada em rela9ao as variaveis explicativas do problema, maior a potenciali- 

dade das redes neurais, ja que o esfor9o de modelagem e majoritariamente computacio- 

nal. Mesmo porque, como este modelo nao exige qualquer suposi9ao sobre o comporta- 

mento das variaveis envolvidas, suas vantagens se acentuam a medida que o problema 

ganha complexidade. 
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3 Um ensaio de aplicabilidade 

A metodologia e os resultados apresentados anteriormente abrem espa90 para que se 

avalie a utilidade das redes neurais na explicate) de fenomenos economicos, permitindo 

que se investigue o papel e o peso de cada uma das variaveis, que se supoe serem expli- 

cativas, no comportamento da variavel explicada. A fim de demonstrar estas possibilida- 

des, em que se procurou aplicar o modelo neural numa questao macroeconomica tipica, 

e apresentado, a seguir, uma analise de caso hipotetico, cujos dados foram gerados de 

forma dirigida segundo a teoria indicada na nota de rodape 15. 

Uma variavel importante em economia e a taxa de desemprego que, por conta disto, e 

objeto de muitos estudos. Vamos supor, nesta analise, que o desemprego seja explicado, 

no curto prazo, por uma funcpao que contem simplesmente a taxa de juro nominal e o de- 

ficit publico relative ao PIB.15 Vamos supor ainda que estas tres variaveis se relacionem 

conforme as series temporais mostradas na Figura 4. 

Figura 4 

Series Temporais das Variaveis do Ensaio Hipotetico, Onde se Procura 

Explicar o Desemprego, no Curto Prazo, como Fun^ao da Taxa 

de Juro Nominal e do Deficit Publico Relativo ao PIB 
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Desemprego (%) Juro {%)  Deficit/PIB (%) 

103 109 127 133 139 145 157 163 169 

15 O desemprego, no presente caso, pode ser descrito por um simples e tradicional modelo keynesiano do tipo IS-LM 

(ver Romer, 1996, cap. 5). Um deslocamento da curva LM implica uma varia9ao da taxa de juros que, por sua vez, 

provoca uma variagao da renda e do m'vel de emprego. A curva IS somente e deslocada a custa de uma varia9ao nos 

gastos do governo (dada uma certa arrecada9ao), o que causa um aumento ou redu9ao do deficit em rela9ao ao PIB 

implicando uma varia9ao da renda e do m'vel de emprego. E adotada a hipotese de que todas as demais variaveis que 

podem deslocar as curvas IS-LM, por exemplo, o aumento do consume autonomo, somente podem ser alteradas no 

longo prazo. 
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Como a taxa de juro nominal e o deficit piiblico/PIB sao variaveis administradas, e 

importante, do ponto de vista economico, saber como o desemprego se relacionou com 

elas, ao longo do tempo, no periodo em questao. Desta forma, sera possfvel identificar os 

momentos em que a variabilidade do desemprego foi explicada, predominantemente, pelo 

juro e momentos em que foram as varia96es da politica fiscal de gastos que mais influi- 

ram na variac^ao da taxa de desemprego. Confrontando estas informa9oes com o compor- 

tamento das variaveis administradas, taxa de juro nominal e deficit/PIB, pode-se expor as 

politicas de controle destas variaveis as avalia9oes qualitativas e quantitativas. 

Seguindo os aspectos metodologicos apresentados anteriormente para sintonia das re- 

des neurais, ajustou-se16 a topologia e os parametros da rede de forma a ela ser capaz de 

aproximar satisfatoriamente uma superficie, a partir do conjunto de pontos pertencentes a 

fun9ao, buscando um equilibrio entre duas condi96es basicas: 

■ O comportamento da rede, quando comparado a variavel explicada nos pontos de 

treinamento, deve obedecer a um determinado erro medio quadratico minimo estipu- 

lado como aceitavel; 

■ Sucessivos treinamentos da rede sintonizada devem resultar em um conjunto de 

estimativas para as derivadas parciais, nos pontos de treinamento, que possuam dis- 

tribui9oes de freqiiencia unimodais e o mais leptocurticas possiveis, permitindo que 

obtenha o melhor valor esperado para as derivadas da fun9ao com relativa significan- 
. 17 

cia. 

Uma vez sintonizada a rede, foram coletados dados oriundos de dez treinamentos18 

aleatorios. A Figura 5 mostra o comportamento medio da rede em rela9ao a variavel ex- 

plicada quando estimulada pelas devidas variaveis explicativas. Percebe-se que as flutu- 

16 A sintonia da rede foi alcan^ada com uma rede neural MLP com uma unica camada escondida de 5 neuronios. A 

fun9ao de ativa^ao da camada escondida foi a tangente-sigmoide, e a da camada de saida foi a puramente linear. 0 

erro medio quadratico admitido para a aproxima^ao da fun^ao nos pontos de treinamento foi menor que 2%, com 

ponto de parada em, no maximo, 500 itera96es. As variaveis foram normalizadas para o interval© [-1,1] por uma 

transforma9ao linear, cujo impacto nas derivadas foi restabelecido apos o treinamento. 

17 So e possivel conhecer a significancia do resultado conhecendo a forma de distribui9ao dos dados. Valores aproxi- 

mados podem ser obtidos supondo que os dados obedecem a certas distribui96es conhecidas. 

18 Devido ao carater apenas ilustrativo desta analise, foram coletados dados de poucas amostras (dez), mas que sao su- 

ficientes para expor as ideias discutidas no texto. Do ponto de vista estatistico, as amostras devem ser em quantidade 

suficiente para serem representativas da popula9ao. Muitas vezes esta quantidade e um fator derivado de conhe- 

cimentos tacitos acumulados no processo de busca da sintonia da rede neural para cada problema em questao. 
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a96es deste comportamento sao minimas, resultando em uma pequena variancia para o 

conjunto de dados. De certa forma, este resultado ja era esperado, visto que os pontos do 

grafico sao os mesmos utilizados no treinamento, que atuam como ancoras no processo 

de aproxima9ao da fun9ao. 

Figura 5 

Amostras do Comportamento da Rede Neural em Rela9ao a Variavel 

Explicada, a Partir de Dados Oriundos de Sucessivos 

Treinamentos da Rede Neural Sintonizada 
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Figura 6 

Amostras de Derivadas Parciais Estimadas por Metodos Numericos, a Partir 

de Dados Oriundos de Sucessivos Treinamentos da Rede Neural Sintonizada 
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Entretanto, o mesmo ja nao se pode dizer das estimativas das derivadas parciais da 

funtjao. Suas flutuafoes sao bem mais significativas, apesar de apresentarem tendencias 

parecidas, conforme mostrado na Figura 6. Esta maior variancia e decorrente da liberdade 

oferecida a rede neural nos pontos distintos daqueles usados no treinamento, que incluem 

as vizinhan9as destes pontos, utilizadas no metodo numerico para estimar as derivadas 

parciais da fun9ao. Observando a Figura 6, fica claro a importancia de se buscar uma me- 

dida de tendencia central, dentre as amostras coletadas, a fim de que se possa expressar 

com maior representatividade os resultados alcan9ados. 

Do ponto de vista economico, as derivadas parciais da fun9ao aproximada representam 

suas sensibilidades, tanto da taxa de juro nominal quanto do deficit publico/PIB em re- 

la9ao ao desemprego, cujas estimativas medias sao mostradas na Figura 7, onde a media 

aritmetica foi a medida de tendencia central utilizada. Estas sensibilidades refletem as va- 

ria9oes absolutas da variavel explicada em fun9ao das varia96es, tambem absolutas, das 

variaveis explicativas. Pode-se perceber que, sendo grandezas absolutas, se nao houver 

uniformidade nos valores definidos para as escalas das variaveis envolvidas, a interpre- 

ta9ao grafica dos resultados pode ser distorcida, ja que as sensibilidades apuradas sao 

influenciadas por estes valores. 

Figura 7 

Derivadas Medias do Desemprego em Rela9ao 

a Taxa de Juro e ao Deficit Piiblico Relativo ao PIB 
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Como esta uniformidade nem sempre e possivel, devido a uma eventual diversidade 

das variaveis envolvidas, para que se possa fazer interpretafdes graficas consistentes, in- 
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dependentemente das escalas, e precise tornar relativas as medidas de sensibilidade. Este 

conceito de sensibilidade relativa e conhecido como coeficiente de elasticidade, expresso 

pela razao entre a variafao porcentual da variavel explicada e a varia^ao, tambem porcen- 

tual, de uma variavel explicativa. A equafao 3, mostrada a seguir e adaptada de Gujarati 

(2000, p. 159), define as elasticidades pontuais de uma fun9ao de miiltiplas variaveis: 

e, 
dx,. f 

(3) 

Partindo das derivadas parciais nos pontos de treinamento, estimadas anteriormente, 

pode-se obter estimativas para as elasticidades desemprego-juro e desemprego-deficit 

nestes pontos. A Figura 8 ilustra os resultados, onde se percebe que no inicio do periodo 

em questao, fase 1, o desemprego foi, quase sempre, mais elastico em rela9ao a varia- 

vel fiscal do que em rela9ao a variavel monetaria (taxa de juro), devido ao maior valor 

absolute de suas elasticidades. Isto sugere que uma eventual politica de redu9ao do de- 

semprego seria mais efetiva se feita por meio dos gastos publicos, relativo ao PIB, neste 

periodo. 
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-□.5 

Figura 8 

Elasticidades Medias do Desemprego em Relagao a Taxa de Juro 

e ao Deficit Piiblico Relativo ao PIB 
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A partir da fase 2 esta situa9ao come9a a ser alterada. A elasticidade desemprego-juro 

cresce, fazendo com que as varia96es do desemprego sejam explicadas, equilibradamen- 

te, pelas varia9oes tanto da taxa de juro nominal quanto do deficit publico. Neste periodo 



764 
ECONOMIA APLICADA, V. 7, N. 4, 2003 

pode-se inferir que as duas variaveis administradas foram eficazes para provocar altera- 

9oes no mvel de emprego. Na fase 3 a situa^o claramente se inverte. A elasticidade de- 

semprego-deficit se reduz significativamente, fazendo da taxa de juro nominal o principal 

instrumento responsavel pelas varia96es do desemprego. 

Resumindo, conhecer a elasticidade significa conhecer em que sentido uma variavel 

economica influencia e quanto explica a outra. No limite, uma elasticidade nula significa 

nenhuma influencia. No final da fase 3 tivemos uma situa9ao proxima a isto, onde a elas- 

ticidade da variavel fiscal flutuou bem proximo da nulidade. 

4 Conchisoes 

Neste artigo procurou-se expor os beneficios e as limita96es das redes neurais na esti- 

mativa de elasticidades de fun9oes economicas. A primeira questao que precisou ser in- 

vestigada foi a viabilidade desta ferramenta computacional para efetuar estas estimativas, 

procurando avaliar se as aproxima96es decorrentes do modelo eram suficientemente fieis 

para permitir que, numericamente, se pudesse estimar as derivadas parciais da fun9ao 

aproximada. Como a resposta exigia que se soubesse o verdadeiro valor das derivadas 

parciais, para efeito de compara9ao, realizou-se um teste de avalia9ao. Partindo de uma 

expressao analitica qualquer estabelecida, geraram-se pontos, seqiienciados no tempo, 

para serem usados no treinamento da rede neural a fim de se aproximar a respectiva fun- 

9ao e suas derivadas. O resultado, mediante a compara9ao entre as derivadas estimadas e 

as verdadeiras, foi sugestivo de que as redes neurais podem aproximar fun9oes satisfato- 

riamente, apesar das limita96es assinaladas. 

Uma caracteristica que e importante ressaltar e que cada vez que se treina uma rede 

neural utilizando-se os mesmos dados e parametros, obtem-se valores diferentes como 

resposta para a superficie da fun9ao que se busca conhecer e, conseqiientemente, suas 

derivadas parciais. Esta flutua9ao das respostas para as estimativas das derivadas, que 

se verificou obedecer a uma distribui9ao de freqliencia quase-normal quando a rede esta 

bem ajustada, e um ponto chave a ser considerado no equacionamento do problema. A 

sintonia da rede deve buscar a minimiza9ao destas flutua96es, observando a distribui9ao 

de freqliencia em cada ponto do treinamento. Quanto mais leptociirtica a distribui9ao, 

mais estavel e o comportamento da rede. 

Outro ponto importante e o erro medio quadratico do ajuste em rela9ao aos pontos de 

treinamento. De nada adianta ter estimativas bem regulares para as derivadas parciais da 

fun9ao se a rede neural aproximar mal a variavel explicada. E a unica informa9ao que se 
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tem para quantificar este erro e a resposta da rede neural nos pontos usados no seu treina- 

mento, ja que neles se conhece o valor verdadeiro da variavel explicada. A diferen9a entre 

a resposta da rede e o alvo (variavel explicada) e o erro do ajuste. A sintonia deve atender 

ao nivel de erro estabelecido como aceitavel para o problema. 

Vale ressaltar que o modelo neural nao oferece regras firmes e seguras para se chegar 

a melhor resposta para o problema. A solu^o que ela apresenta e resultado de uma busca 

aleatoria, num espa90 infinito de possibilidade, por meio de um processo essencialmente 

de tentativa e erro. Tambem e preciso frisar que nao e possivel extrair da observa9ao dos 

parametros da rede sintonizada qualquer caracteristica da rela9ao de interdependencia 

entre as variaveis explicativas e a explicada. As informa96es ali contidas sao exclusiva- 

mente computacionais. 

Quanto as limita96es do modelo, a principal delas e que nao ha parametros objetivos 

para se avaliar a qualidade dos resultados aIcan9ados pelas redes neurais. Basicamente, o 

que se pode inferir, com base nos experiments, e que as respostas podem ser estimativas 

coerentes, mas que precisam ser avalizadas por um conhecedor do problema para que 

possam ganhar relevancia. 

Assim como qualquer outro instrumento aproximativo, nao se pode extrair das redes 

neurais informa9oes que sejam a expressao da verdade. Mas elas podem, sim, responder 

satisfatoriamente de modo a permitir a obten9ao de informa9oes relevantes para o escla- 

recimento de fenomenos economicos. Alem do mais, se considerarmos que muitos destes 

fenomenos sao de grande complexidade analitica, e que o esfor9o demandado pelas redes 

neurais para o equacionamento da solu9ao e majoritariamente computacional, as infor- 

ma9oes por elas geradas ganham importancia, se nao para concluir, mas para a levantar 

novas hipoteses ou acumular evidencias numa ou noutra dire9ao. 

Existem trabalhos futuros correlacionados, tanto na area economica quanto na compu- 

tacional, que se pretende realizar. Na economia, seria oportuno aplicar os aspects me- 

todologicos aqui apresentados a problemas economicos reais, confrontando as sol^oes 

alcan9adas com outros estudos e metodos conhecidos, especialmente envolvendo fun96es 

com variaveis defasadas e fun96es de transferencias tradicionais das analises de series 

temporais. Na area da computa9ao, ha espa90 para perseguir um aprimoramento do mo- 

delo neural, definindo novos parametros ou topologias, a fim de se melhorar os resultados 

das redes neurais na aproxima9ao de fun96es, fazendo de suas respectivas derivadas uma 

important condi9ao de contorno para o equacionamento do problema. 
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