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INTRODUQAO 

Na teoria da localizagao industrial a 

hipotesp basica e bastante simples e 

diz que a empresa escolhe entre as 

possfveis localizagoes, aquela que 

Ihe-da maior lucro (Leme, 1965). 

Quando se procura adaptar a teoria 

a realidade encontra-se serias difi- 

culdades devido a incerteza sobre os 

possfveis elementos que irao deter- 

minar a maximizagao deste lucro, 

considerando principalmente que o 

horizonte de tempo relevante para 

o calculo deste lucro 6 de 20 ou 30 

anos, tempo mfnimo em que a in- 

dustria deve permanecer na nova 

localizagao. 

Neste trabalho procura-se apresen- 

tar um modelo de localizagao e a 

forma classica de trata-lo, introdu- 

zindo a seguir uma forma de trata- 

mento que envolve incerteza em 

uma das variaveis. 

Como o intuito e de ilustrar o pro- 

cesso, e apresentado um exemplo, 

tratado primeiro pela forma classica 

e depois pela forma que implica em 

incerteza na variavel tarifa de trans- 

porte. 
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Uma aplicapao da teoria da decisao 

TRANSPORTES VINCULADOS 

AGRAFOS (ARVORES). 

M6todo Classico de Resolupao 

(Determinapao da Localizapao 

Otima) 

No processo de localizapao de uma 

industria podemos dizer que, quan- 

do se procura minimizar o custo do 

transporte das mat6rias-primas e do 

produto acabado, com o objetivo 

de maximizar o lucro, estcl sendo 

procurada uma localizagao determi- 

nada pelo transporte, isto e, "Loca- 

lizagao Orientada pelo Transporte" 

(L.O.T.). 

Na adaptagao do modelo de Weber 

pelo Prof. Ruy Leme (Leme, 1965), 

encontramos urn modelo de trans- 

portes vinculados a grafos, ou seja, 

as localidades onde se situam as di- 

ferentes fontes de mat6ria-prima e 

os diferentes mercados para o pro- 

duto acabado sao inter!igados por 

diferentes vias de transporte (redes) 

jci existentes. 

Nesta adaptapao toma-se como co- 

nhecidas as quantidades de materia- 

-prima a serem utilizadas, a possfvel 

distribuigao percentual pelos merca- 

dos do produto acabado, e o valor 

das tarifas para transporte tanto da 

materia-prima como do produto 

acabado. 

Quando se tern um modelo com as 

caracterfsticas descritas acima, um 

m6todo classico de resolugao do 

problema (determinagao da locali- 

zagao 6tima da industria) 6 chama- 

do de "m6todo dos cortes" 

0 m^todo dos cortes consiste em 

fazer-se cortes nas redes de trans- 

porte, que ligam as fonte de ma- 

teria-prima e os mercados, atribuin- 

do-se pesos a esquerda e a direita 

dos cortes com base no custo por 

km do material a ser transportado. 

A orientagao para a localizagao ideal 

6 dada pela maior forga de atragao, 

representada pelo maior resultado 

da soma dos pesos de cada lado dos 

cortes. 

Este metodo § utilizavel somente 

quando o grafo for reduzido a uma 

arvore, que e o caso em que o grafo 

nao contenha circuitos, jci que, 

quando hcl circuitos, surgem proble- 

mas de resolu^ao que irhpedem sua 

aplicagao (a nao ser para certos ca- 

ses particu lares). 

O MODELO SOB CONDIQOES 

DEINCERTEZA 

Uso de Crit^rios de Valor 

e de Utilidade 

No modelo visto e necessario que se 

tenha conhecimento "a priori" sobre 

os diversos elementos que o com- 

poe (tarifas, quantidade de mat6ria- 

-prima e mercados). 

Em uma situagao real, os problemas 

de localizagao implicam, muitas 

vezes, em desconhecimento sobre 

estes elementos, que eles sao fru- 

tos de condigoes ambientais incertas. 
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Assim 6 que a incerteza sobre o re- 

suitado das escolhas efetuadas e 

uma forte caracterfstica dos proble- 

mas relacionados com decisoes de 

localizagao. 0 grau e a natureza des- 

ta incerteza podem variar considera- 

velmente de uma situagao para 

outra. De uma maneira geral, elas 

estao ligadas a eficacia do sistema 

de previsao posto a funcionar, ao 

processo de identificagao dos esta- 

dos da natureza e as caracterfsticas 

do meio ambiente, no seio do qual 

os problemas de decisao serao po- 

sicionados. 

Tradicionalmente, as formas de in- 

certeza capazes de afetar as conse- 

qiiencias das linhas ou cursos de 

agao considerados sao divididas em 

quatro categorias. Pode-se falar, 

entao# em universo certo (ou subje- 

tivamente certo), em universo alea- 

tbrio, em universo antagonico e em 

universo indeterminado. Em cada 

um destes universes 6 possi'vel des- 

crever o tipo de incerteza que os 

caracteriza, os problemas que os en- 

volvem e o criterio de decisao a uti- 

lizar em cada caso. 

A decisao enfrentada por qualquer 

tomador de decisao pode ser des- 

crita como, a escolha de um entre 

pelo menos dois cursos de agao que 

estao relacionados, atrav^s de uma 

funpao, com certas condigoes ambi- 

entais (chamadas estados da natu- 

reza), as quais estao fora do seu 

controle. Tais condigoes afetam os 

cursos de agao de tal forma que a 

interagao entre eles produza um 

unico resultado. Simbolicamente: 

Vij = F (Aj, Ej) 

onde, Aj = i-esimo curso de apao dispom'vel para o tomador de decisao. 

(i = 1,2,3 n) 

Ej = j-esimo estado da natureza. 

(j= 1,2, 3 m) 

Vjj = o valor do resultado da interapao do i-esimo curso de agao e o 

j-esimo estado da natureza (tambem chamado consequencia). 

F(.) = relagao funcional entre as variciveis Aj e Ej, que produz o resultado 

Uma aplicacpao da teoria da decisao 
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Este modelo geral pode ser usado 

para formular qualquer tipo de pro- 

blema de deasao, havendo, entre- 

tanto, duas dificuldades associadas 

ao uso do modelo. Primeiro, cada 

Vjj deve ser definido precisamente 

(quantificado) e para isto £ neces- 

s£rio definir tanto uma medida de 

valor como uma especificagao da 

relagao funcional entre cada Vjj e 

a interagao de cada Aj e Ej. 

A teoria economica postula uma 

medida ideal do valor como sendo 

a utilidade (quantidadedesatisfagao 

resultante de um especi'fico Vjj), 

entretanto nao ha um padrao empC- 

rico que permita medir utilidade 

que seja universalmente aceito, 

al£m do que, comparagoes tempo- 

rais e interpessoais de escaias de uti- 

lidade sao particularmente dif Cceis. 

Muitos dos problemas de decisao, 

entretanto, podem ser resolvidos 

em termos de um padrao que tern 

ampla aceitagao, que £ a unidade 

monet£ria. 
Com este padrao £ possi'vel calcular- 

se um retorno (resultado) monetS- 

rio associado a um especi'fico Vjj. 

No context© deste trabalho a conse- 

quencia da interagao de Aj e Ej sera 

medida em termos de unidades mo- 

net£rias no Ttem Introdugao no Mo- 

delo de Incerteza quanto as Tarifas 

eatravesde uma medida de utilidade 

no ftem Introdugao no Modelo de 

Curvas de Utilidade nao-lineares. 

Uma outra dificuldade no process© 

de decisao £ que depois que os va- 

lores das consequencias (resultados) 

foram determinados deve ser ado- 

tado um crit£rio para determinagao 

do curso de agao preferido. 

For este fato, deve ser procurado 

um modelo de decisao para orien- 

tar o tomador de decisao no proces- 

so de escolha entre os cursos de 

agao viaveis. 

Na procura deste modelo temos, 

que o conhecimento do ambiente 

onde ser£ tomada a decisao pode 

ser de tres tipos: na certeza, com 

risco e na incerteza. 

0 ambiente na certeza significa que 

o tomador de decisao sabe qua! o 

estado da natureza que ira ocorrer. 

Muitas vezes, entretanto, o tomador 

de decisao nao tern um conhecimen- 

to certo do estado da natureza que 

ira vigorar no future, devendo, por 

isto, tentar prev§-lo. 

Se ele tiver conhecimento sobre a 

probabilidade de ocorrencia de cada 

um dos varies estados da natureza, 

ele podera usar os valores esperados 

dos varies cursos de agao a fim de 

determinar que decisao tomar. Esta 

decisao caracteriza-se como tomada 

de decisao sob risco. 

A decisao com risco requer que o 

administrador saiba (ou seja capaz 

de estimar com bastante confiabili- 

dade) a verdadeira probabilidade 

de ocorrencia de cada estado da 

natureza. 

A decisao na incerteza refere-se £ si- 

tuagao onde nao ha possibilidade de 

Revista de Administragao 
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se determinar, objetivamente, a pro- 

babilidade de ocorrencia dos esta- 

dos da natureza. Neste caso o cri- 

t6rio de decisao torna-se de particu- 

lar importancia. 

Entre os Vcirios crit6rios possi'veis 

podemos citar os seguintes: 

a. cnterios provenientes de aborda- 

gens da teoria dos jogos (tratam os 

estados da natureza como um opo- 

nente a ser derrotado pela estrat^- 

gia) ; Maximax, Maximin e Arrepen- 

dimento Minimax. 

b. criterios probabih'ticos (associam 

probabilidades aos diversos estados 

da natureza): Laplace, Valor mone- 

tario esperado e Perda de oportuni- 

dade esperada. 

Nao e escopo deste trabalho de- 

talhar eanalisaros diversos criterios, 

os qua is sao apresentados somente 

para introdugao dos que vao ser uti- 

lizados, qua! seja o crit^rio de valor 

monetario esperado e, apos este, o 

de utilidade esperada. 

Estes criterios sao utilizados no 

exemplo a ser apresentado porque 

sao adotadas probabilidades subje- 

tivas para avaliar a possibilidade de 

ocorrencia dos diversos estados da 

natureza, tendo-se como base a ana- 

Use bayesiana, o que permite o uso 

de valores esperados como criterio 

de decisao. 

0 valor monetclrio esperado e cal- 

culado atrav^s da esperanga mate- 

matica, dando um resultado para 

cada curso de agao (Aj), devendo 

ser escolhido o curso de agao otimo. 

FORMULAgAO DE 

UM EXEMPLO 

0 exemplo da Fig. 1 servira para o 

desenvolvimento de todo este tra- 

balho. 

Consideramos uma fabrica que em- 

prega quatro tipos diferentes de 

mat^ria-prima provenientes dos 

mercado A, B, C e I. 0 produtofa- 

bricado sera distribui'do para os se- 

guintes centros consumidores: D, E 

e F Na Fig. 1 damos para cada ma- 

t6ria-prima, a quantidade necessaria 

para se produzir 1 tonelada de pro- 

duto acabado e como esta produgao 

se distribui percentualmente para os 

diversos mercados: 

Figura 1 

A 
2'0ton ► 

B 2>5ton ^ 

1,5 ton 

1,0 ton ^ 

A posigao das fontes e dos centros 

consumidores 6 dada na arvore de 

localizagao (Fig. 2): 

1 ton 

0,3 ton 
+ D 

0,3 ton 
> E 

0,4 ton 
"► F 
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Figura 2 

D 

C 

Observagao: os numeros indicam as distancias entre as localidades, expres- 

sas em km. 

Notacao para o desenvolvimento do exemplo: 

• letras maiusculas (A, B, ) = localizagoes alternativas. 

• LOT = localizagao orientada pelo transporte 

• □ = ponto, numa arvore de decisao, em que o agente racional decide 

• O = ponto, numa arvore de decisao, em que a natureza decide 

• E (x) ou < x > = esperanga matematica da variavel aleatoria x 

• E (x/g) ou < x/g > = esperanga de x condicionada ao estado de informagao 

9 

f (x) •X = possfveis valores da variavel aleatoria contf- 

nua x, com fungao densidade de probabili- 

dade f (x) 

- possiveis valores da variavel aleatoria discreta 

x, com distribuigao de probabilidades P (xj). 
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• x = equivalente certo de uma loteria 

• u (x) = utilidadedo resultado x 

As tarifas, em Cr$/(ton. x km.), valem: 

(a) para materias-primas : a = 2,0 

(b) para produtos acabados: b = 10,0 

Todos os outros dados necessarios ao desenvolvimento do trabalho, serao 

apresentados a medida em que forem utilizados. 

SOLUQAO DO EXEMPLO 

SEGUNDO O METODO 

CLASSICO 

GRAFICO DE ACRESCIMO 

DE GUSTO 

0 metodo de solugao mais conhe- 

cido, e tanribem mais pratico, para o 

problema do item anterior e o cha- 

mado "Metodo dos Cortes" Na ar- 

vore (Fig. 3) empregamos este me- 

todo e a cada corte associamos a 

soma de pesos a esquerda e a direita 

do corte. A resultante de tais pesos 

e indicada pela flecha dupla, que 

mostra em qual sentido se encontra 

a LOT 

Figura 3 

A 

<0 
3,0 

20 14,0 10,0 

21 ,0 ^ ,0 0 
G 3 LOT -O 

2^0 

3,0 
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Os pesos empregados para a determinapao da LOT sao dados na Tab. 1. 

Tabela 1 

tarifas 
Cr$ / (ton. x km) 

toneladas por 

unid. de prod. 
Pesos (ttj) 

A 2,0 2,0 4,0 

B 2,0 2,5 5,0 

C 2,0 1,5 3,0 

D 10,0 0,3 3,0 

E 10,0 0,3 3,0 

F 10,0 0,4 4,0 

1 2,0 1,0 2,0 

SOMA 24,0 

Assim, pelo emprego do m6todo 

dos cortes, determinados a LOT, 

que no nosso exemplo 6 o ponto 

H. 

Na maioria das decisoes de locali- 

zagao industrial, o custo do trans- 

porte tem papel importante, mas 

nem sempre 6 o unico tipo de cus- 

to em jogo. Para que se possa levar 

em consideragao outros custos, 

como por exemplo: mao-de-obra. 

impostos, aluguel, energia, etc., e 

ainda para testar a sensibilidade da 

estrutura de dados, podemos cons- 

truir o grdfico de acr^scimo de 

custo, que nos diz em quanto au- 

mentarci o custo de transporte re- 

ferente a uma tonelada de produto 

quando nos afastamos da LOT e 

nos dirigimos para as outras locali- 

dades da clrvore de localizapao. 

Abaixo, apresentamos o gr^fico de 

acr^scimo de custo, construfdo a 

partir dos cortes efetuados na fig. 3: 
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6200 

3700 

3500 

2500 

1800 

1000 900 800 

B(350) A(250) G{150) E(100) 1(50) H(LOT) F{200) D(350) C(500) 
km 

introduqAo, no modelo, 

DE INCERTEZA QUANTO 

AS TAR I FAS. 

Resolupao do Exemplo 

com Incerteza 

Conforme o que foi salientado 

no item "O Modelo sob Condigoes 

de Incerteza", o empres^rio em 

geral nao tern pleno conhecimento 

de diversos fatores que o modelo 

em estudo admite como dados e 

constantes. Esta fora do escopo 

deste trabalho a introdugao da in- 

certeza em todos os dados do pro- 

blema de localizagao de fabricas 

em transportes vinculados a grafos, 

no entantc, para que se sinta o 

efeito de tal modificagao, aborda- 

remos o caso em que ha incerteza 

na tarifa correspondente ao trans- 

porte de mat^rias-primas. 

Lima aplicapac da teoria da decisao 
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0 problema de localizagao resolvido no ftern "Solupao do Exemplo Segun- 

do o MStodo Cl^ssico" pode ser esquematizado na an/ore de decisao da 

Fig. 5: 

Figura 5   

H 

no de decisSb e 

melhor alternativa 

A 

D 

G 

alternativas de localizagfo 

9000 

10200 

12700 

10000 

8300 

7300 

7400 

6500 

7500 

resultado de cada alternativa 

(custo de transporte) 
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Na ^rvore de decisao, foram in- 

clufdos os pontos G e H que, em- 

bora nao sejam mercados, sao en- 

troncamentos. Em uma drvore de 

localizagao, a LOT pode se achar 

em urn dos mercados (fornecedor 

ou consumidor), em um dos en~ 

troncamentos, ou entre dois pon- 

tos que tenham o mesmo custo de 

transporte. 

Como nao ha incerteza envolvida, 

este tipo de problerha se enquadra 

nos casos chamados de decisao sob 

certeza em Analise da Decisao. 

As tarifas ate entao foram assumi- 

das como determinfsticas, porem, 

devido a concorrencia entre as em- 

presas de transporte (mesmo es- 

tando seus pregos sujeitos ao con- 

trole governamental ha uma certa 

guerra de pregos), 6 difi'cil prever, 

"a priori", qual sera a tarifa para 

cada um dos insumos e para o pro- 

duto final, antes de se fazer uma 

pesquisa detalhada do mercado. 

Mesmo que esta pesquisa fosse rea- 

lizada, decorre um razocivel pen'o- 

do de tempo desde os estudos de 

localizagao da fcibrica ate sua ins- 

talagao e infcio deoperagqes.Tudo 

isto nos leva a conclusao de que, 

as tarifas devam ser tratadas como 

variaveis aleatorias e nao como va- 

lores determim'sticos. 

Assim; para o desenvolvimento do 

nosso exemplo, suponhamos que a 

tarifa para as mat^rias-primas seja 

conhecida apenas probabilistica- 

mente. 

Suponhamos que a distribuigao 

para a tarifa (a) das materias-pri- 

mas, estabelecida subjetivamente, 

seja; 

Figura 6 

k/(a) 

/ 

1/3 0,5<a <3,5 

/(a) = < 

1 
0 qualsquer outros 

^ valores de a 

1/3 
r   1 

4 

i 
i 

l 

0,5 
V/ 

3,5 
^ fa 

Notemos que desta forma a media de a, i.e., E(a) = 2. 
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Agora, a arvore de decisao assume o seguinte aspecto: 

Figura 7 

74 

H 

(alter nativa 

otima) 

9000 

A 
10200 

12700 

10000 

8300 

7300 

7400 

4 
6500 

7500 

f(a) - 1/3 ^ 2175a + 4650 

/(a) - 1/3 2275a + 5650 

/(a) - 1/3 4175a + 43gQ 

/(a) - 1/3 4025a + 1950 

/(a) - 1/3 ^ 2875a + 2550 

/(a) - 1/3 - 2975a+ 1350 

/(a) - 1/3 M 1875a + 3650 

/(a) = 1/3 

/(a) = 1/3 

2175a + 2150 

2425a + 2650 
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Para atribuirmos o resultado de 

cada localizagao alternativa, deve- 

mos verificar o que ocorre com o 

custo total de transporte, refe- 

rente a uma tonelada de produto 

acabado, para todas as localizagoes 

alternativas. Sendo o custo total 

de transporte uma funcao de "a" 

do tipo Cx(a) ^ Kx + Rx a, onde 

x e a localizacao em estudo, damos 

na Tabela 2 os valores de Kx e 

Rx para todas as alternativas. 

Tabela 2 

X Kx Rx Cx(a) em Cr$ < Cx(a) > em Cr$ 

A 4650 2175 2175a+ 4650 9000 

B 5650 2275 2275a + 5650 10200 

C 4350 4175 4175a+ 4350 12700 

D 1950 4025 4025a+ 1950 10000 

E 2550 2875 2875a + 2550 8300 

r 1350 2975 2975a+ 1350 7300 

G 3650 1875 1875a+ 3650 7400 

H 2150 2175 2175a+ 2150 6500 

I 2650 2425 2425a + 2650 7500 

Agora, para determinar a localizacao otima, devemos calcular (Cx(a)> para 

todos os x e determinarmos x tal que corresponda ao min <Cx(a)) 

Mas: 

<Cx(a)> = <KX + Rxa> = < Kx> + < Rxa> = Kx + Rx <a> 

Como E (a) = < a > = 2, temos 

<Cx(a)) = l^x 2Rx 

Uma aplicapao da teoria da decisao 



Uma aplicapao da teoria da decisao 

Na tabela 2, na ultima coluna, in- 

dicamos os valores de < Cx(a) > para 

todas as alternativas de localizagao. 

Como vemos, os valores de < Cx(a) > 

para todos os x, sao exatamente os 

mesmos que aqueles obtidos na fig. 

5 e novamente a alternativa H e a 

melhor. 

A igualdade verificada se deve ao 

fato da media de "a" ser igual a 2, 

valor adotado em condicoes de 

certeza. 

Devido ao que explicamos acima, 

nao necessitamos o custo total de 

transporte para cada alternativa, 

para que se decida a localizagao 

otima em condigoes de incerteza. 

mas tao somente o resultado do me- 

todo dos cortes. 

Suponhamos agora que possamos 

obter clarividencia com relagao a 

tarifa "a", por exemplo, atraves de 

uma tomada de pregos das transpor- 

tadoras, analisando seu comporta- 

mento passado e realizando proje- 

goes das tarifas, ou ainda, contra- 

tando um indivfduo que informal 

a tarifa com exatidao. 

Nesta situagao, qua! sera o valor da 

informagao adicional, isto e, ate 

quanto devemos pagar para obter 

esta informagao? Para obtermos este 

valor, construi'mos a arvore de 

decisao (Fig. 8). 

Figura 8 

A 

C 

D 

/(a) 

Para cada valor de "a", precisamos 

escolher a melhor decisao (A, B, C, 

.). Porem, para sabermos qual a 

melhor localizagao da fabrica para 

cada valor de "a", necessitamos ana- 

lisar a sensibilidade do problema de 

localizagao as variagoes na tarifa 
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Tal analise de sensibilidade e feita 

de modo bastante facil se construi'r- 

mos os graficos Cx(a) = Kx + F^a, 

para todos os vertices da arvore de 

localizacao. A figura 9 apresenta 

tais graficos. 

CQ UJ < U_ — OX 
W4JJ41J 

m 

Htttt 
h; 

m tr-X 

m m St 
iM itt hr-H 

i mmn m ii O) 

I ill CO 

a: o> :5Si 
im LL 

ii: 
mm 

i I 
1 

Hi +t.; IS 
telm 

SI 
il si 

SI 

1: 
lU 
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Da analise do grafico, tiramos a seguinte tabela de decisao: 

Tabela 3 

valores de "a" decisao otima 

0,5 < a < 1 F 

a = 1 F ou H 

1 < a < 3,5 H 

A arvore de decisao se reduz a: 

Figura 10 

F 
2975a + 1350 =C (a) 

F 

2175a+ 2150 =C (a) 
H 

A esperanga do custo total de transporte com clarividencia em relagao 

a "a", sera: 
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< C/CIa > = 

0,5 

1 
(2975a + 1350) — da + 

1 
(2175a + 2150) — da 

3 

< C/CIa > = Cr$ 6466,67 

No caso anterior, em que nao tmha- 

mos informacao alguma em relacao 

a "a" a expectancia do custo para a 

melhor alternativa era: 

<C> - Cr$ 6500,00 

Portanto, vale a pena pagar pela in 

formacao de um clarividente ate<C> 

- < C/CIa > - 6500 - 6466,67 = 

Cr$ 33,33 = valor da informacao 

perfeita. 

Agora, supondo que so podemos 

obter clarividencia parcial, isto e, 

com probabilidade (p), sera forne- 

cida informacao perfeita e com pro- 

babilidade (1 - p), teremos que deci- 

dir sem informacao alguma. A espe- 

ranca do custo total sera: 

< C/CIa (p)) = p < C/CIa) + (1-p) <C) = p. 6466,67 + (1-p) 6500 

Supondo p = 0,8 => <C/Cla(p)) = Cr$ 6473,34 

0 valor da informacao adicional sera: 

<C> - (C/Cla(p)> = 6500-6473,34= Cr$ 26,66 

Na pratica, porem, nem o clarividente e nem o vidente parcial existem, mas 

a introdugao do conceito de valor da informacao e vital para o que preten- 

demos desenvolver a seguir: 
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Embora nao existam aqueles dois personagens, ha um terceiro, bastante 

real, ao qual o empresario costuma recorrer — o consultor, que atraves da 

sua experiencia e conhecimentos tecnicos, pode fornecer boas informagdes 

no que concerne a localizagao da fabrica, embora as vezes possa falhar. 

No nosso exemplo, assumimos que o empresario pos^a recorrer ao consultor 

para obter informagoes sobre a tarifa "a" Admitamos que respostas pos- 

sfveis do consultor sejam: 

a! — "a tarifa esta entre 0,5 e 1,0" 

32 — "a tarifa esta entre 1,0 e 3,5" 

Estudando o passado do consultor, verifica-se que ele acerta em 96% das 

vezes em que ocorre a! e 98% das vezes em que ocorre 82 (*K isto e: 

Pfa! /0,5 < a < 1,0) = 0,96 => P(a2/0,5 < a < 1,0) = 0,04 

P(a2/1,0 < a < 3,5) = 0,98 => PiaJI.O < a < 3,5) = 0,02 

Denotando por Aj = { 0,5 < a < 1,0 > eAi = { 1,0 < a < 3,5}, 

temos: 

P(a1/A1) = 0,96 ; P(a2/A1) = 0,04 ; P(a2/A2) = 0,98 e 

P(a1/A2) = 0,02. 

Agora devemos construir a arvore de decisao. Devemos, inicialmente, esta- 

belecer quais as alternativas de localizagao estao dispomveis ao empresario. 

Podenamos simplesmente colocar as seguintes: 

"F se a! e H se 82" 

(*) Se nao ha dados passados, atribui-se as probabilidades acima a partir das infor- 

magOes dispomveis, subjetivamente. 
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No entanto, devemos notar que, 

agora a informagao fornecida pelo 

consultor e uma informaqao imper- 

feita, isto e, sujeita a erros. Quando 

o consultor disser que a tarifa sera 

ai e ele estiver acertando, entao, 

sem duvida alguma a melhor alter- 

nativa sera F, mas no caso de dizer 

que a tarifa sera a! e estiver errando, 

entao, para determinadas faixas de 

a, F sera dominada por outras 

alternativas (ver fig. 9) que sao: 1, H 

e G. Analogamente, quando ele 

disser que e 32 e estiver certo, a 

melhor decisao e H, e se estiver 

•errado, H 6 dominada por F Assim, 

analisaremos quatro alternativas em 

cada no de decisao: F, G, H e I. 

No final do Ttem Introdugao no Mo- 

delo de Curvas de Utilidade nao-li- 

neares, mostramos que para o caso 

particular que estamos analisando, e 

indiferente considerar I e G, ou nao. 

A arvore de decisao fica: 

resultados: / /(a/Aja,) ^ 
2975a+ 1350 

^ / (a/A2 a,) 2975a+ 1350 

F 
^ / (a/A, a,) ) 2425a + 2650 

' i (a/A2 a,) 2425a + 2650 

' / (a/A, a,) 1875a + 3650 

/ f (a/A2 a,) 
1875a + 3650 

aiPia,)/ 

/X 
/ (a/A, a,) ^ 2175a + 2150 

/X ' { (a/A, a,) i 2175a + 2150 

' f (a/A, a,)  « 2975a+ 1350 

X. 
a2P(a2)\ 

' / (a/A2 a2) 
 • 2975a+ 1350 

' f (a/A, a2) 2425a + 2650 

/ (a/Aj a2) ^ 2425a + 2650 

/ f (a/A, a2) ^ 
1875a + 3650 

j 
^ / (a/Aj a2) ^ 

1875a+ 3650 

^ / (a/A, a2) 2175a+ 2150 

' f (a/A2 a2) 
2175a+ 2150 

Figura 11 
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Agora, apresentaremos os calculos necessaries para a solugao do problema: 

Para determinarmos P(ai) e P(a2), aplicamos o teorema da probabilidade 

total: 

P(aj) = P(A1) Plaj/Aj + P(A2) P(a]/A2); i = 1,2 

1,0 

PIAJ = P(0,5 < a < 1,0) = y 1/3 da = 1/6 

0,5 

3,5 

P(A2) = P(1,0 < a < 3,5) = y 1/3 da = 5/6 

1,0 

(Pla.) = 1/6x0,96 + 5/6x0,02 = 0,1767 

P(a2) = 1 - P(a1) = 0,8233 

Apos isto, calculamos P(A, /a,) ; P(A2 /ai); P(Ai /a2) e P(A2 /a2). 

Do teorema de Bayes, temos: 

P(X/Y) = 
P(X) P(Y/X) 

P (Y) 

Assim: 

(PIAJ P(ai /Aj) 1/6x0,96 

P(A1/a1) = = 0,9055 
Pla,) 0,1767 

PIA,) P(a2 /Ai) 1/6x0,04 

P(A1/a2) = 
P(a2) 

= 0,0081 
0,8233 

Portanto, 

P(A2 /ax) = 1 - 0,9055 = 0,0945 

P(A2/a2) = 1 - 0,0081 = 0,9919 
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Finalmentedevemoscalculanffa/A! a!); f(a/A2 ai) ; fla/A! 82) e f(a/A2 82) 

0 teorema de Bayes assume a forma: 

f(X) P(Y/X) 

f (X/Vl . —  

Temos: 

f(a) P(A1 /a) 

1(3^!) = f(a/0,5 < a < 1) =     
r(Ai / 

1/3 X 1 

Para 0,5 < a < 1,0 i{a/Ai) = = 2 
1/6 

Para 1,0 < a < 3,5 f(a/A1) = 0 

Analogamente, determinamos: 

f (a/Aj) = 2/5 para 1,0 < a < 3,5 e 

Ha/Ai) = 0 para 0,5 < a < 1,0 

Para calcular f(a/Ai a!), fazemos; 

f(a) P(Ai /a) Pla./A.a) 

f(a/Ai aj) 
PIA,) Pla./A,) 

Por6m, observando qua: 

A, = { 0,5 < a < 1,0 > 
=> A] n a = 0,5 < a < 1,0 = Aj 

e 0,5 < a < 3,5 

Pla./A,) P(AI/a) f(a) f(a) PIA./a) 

fla/Aj a,)        f(a/Ai) 

Pla./A,) PIA,) PIA,) 

e portanto as informagoes acerca dos aj, nao influem na determinapao da 

distribuipao "a posteriori" de "a", como era de se esperar. 
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Construindo novamente a arvore, com os calculos jci feitos e as decisoes to- 

madas, teremos: 

Figura 12 

4.002,96 

7.017,32 

4.002,96 
3.581.25 

8.043,75 

4.468,75 

8.106,25 

5.056,25 

7.868,75 

3.781,25 

90?£ 
lav i 

p(A 
0,094s 

4.812,09 ^v 

(A^r) 

9052 

^v 
p(A 322 03 

0,6945 

9055 
lav' 

^v 

089 56 
0,0945 

6.484,68 

008' 
I at 1 007 60 ^v 

0,99)5 

005' -<P. 
(a^ P^ 8.076 79 

pSA 
O-OOig 

OOB' 
|ai] 

pfA 845 97 
0,99)5 

008* 
(aa^ p^ ^v 

0,99)5 

/ (a/A, a,) — 2 

/ (a/A2 a,) = 2/5 

resultados: 

♦ 2975a+1350 

* 2975a+1350 

0 9fV55o<Y / (a/A, a,) = 2 t 

   /(a/A2a1) = 2/5 ^ 
0,0945°^   * 

/ (a/A, a,) — 2 

f (a/Aj a,) = 2/5 

2425a + 2650 

2425a + 2650 

1875a+ 3650 

♦ 1875a+ 3650 

f (a/A, a,) — 2 -• 2175a+2150 

/(a/A2a1) = 2/5 # 2175a+ 2150 

7.043,75 
/ (a/A, a2) = 2 

3.581,25 
/ (a/A2 a2) = 2/5 

8.043,75 
/ (a/A, a2) — 2 

4.468,75 
/ (a/A2a2) = 2/5 

8.106,25 
/ (a/A, a2) — 2 

5.056,25 
/ (a/A2 a2) — 2/5 

7.868,75 
/ (a/A, a2) = 2 

7.017,32 
3.781,25 

/ (a/A2 a2) — 2/5 

2975a+ 1350 

« 2975a+1350 

-• 2425a + 2650 

2425a + 2650 

-• 1875a + 3650 

• 1875a+ 3650 

2175a + 2150 

« 2175a+ 2150 

7.043.75 
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A regra de decisao do empresario 

sera: "seleclonar F se ai e H se 82 " 

Observamos que, para qualquer 

uma das duas respostas do consul- 

tor, H § sempre prefenvel a I e G 

(ver figura 12). 

A esperanga do custo com informa- 

gao imperfeita (I), sera: 

< C/l > = Cr$ 6484,68 

0 valor de informagao imperfeita 

sera: 

<C> - < C/l > = 6500 - 6484,68 = 15,32 

Observamos finalmente que, mesmo 

sendo um excelente consultor (erra 

pouco), seus servigos valem apenas 

Cr$ 15,32 comparados com o valor 

da clarividencia parcial -> Cr$26,66 

e com o da informagao perfeita 

Cr$ 33,33. 

INTRODUQAO, NO MODELO, 

DE CURVAS DE UTILIDADE 

NAO LINEARES. 

Resolugao do Exemplo com 

Incerteza e Com Curva de 

Utilidade Exponencial. 

Ate agora, tratamos do problema de 

localizagao industrial com incerteza 

em uma das tarifas, considerando 

utilidade linear. No entanto, isto 

nao ocorre na maioria dos casos, 

isto e, o empresario face a uma de- 

cisao nao-repetitiva, que envolve 

grandes somasmonetarias equeesta 

sendo tomada sob condigoes de in- 

certeza, e avesso ao risco. A maioria 

das pessoas se comporta desta 

forma. 

Na Fig. 13, exemplificamos tres 

curvas de utilidade: a de um indivf- 

duo indiferente ao risco (1), a de 

um avesso ao risco (2) e a de um 

com preferencia ao risco (3). 

Figura 13 

Mix) 

(1) 

(2) 

s0 
o 

o 
D 

CN 
(3) o V 

o 

2P 

x(Cr$) 
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Associado ao conceito de utilidade, 

existe o de equivalente certo de 

uma loteria, definido como sendo 

"o valor tal que se fica indiferente 

Agora, perguntamos ao tomador de 

decisoes, por quanto ele estaria dis 

posto a vender a loteria da Fig. 14 

para se ver livre da incerteza. Diga- 

entre possuir a loteria e este valor" 

Exemplificando, suponhamos a lo- 

teria da Fig. 14. 

mos que ele a venda por Cr$ 38. 

Entao Cr$ 38* na certeza e indife- 

rente a [ Cr$ 100 (1/2) + Cr$ 0 

(1/2)] ou seja: 

Figura 15 

- IOC 

1 

1/2 

o— —• 38 nu0< 

1/2\^ 

• 0 

Figura 14 

Cr$ 100 

1/2^\ 

• Cr$ 0 

Na situagao acima, dizemos que 38 e o equivalente certo da loteria da fig. 

14, para o particular tomador de decisoes considerado. 
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Chamaremos de x o equivalente certo de uma loteria qualquer. 

Notemos que para a loteria da fig. 14, < x ) = 50 e temos x < < x ) e isto 

sempre ocorre quando o tomador de decisoes e um indivfduo avesso ao 

risco. Temos ainda: 

x = < x > na situagao de indiferenga ao risco 

x > < x > na situagao de preferencia ao risco 

Para continuarmos o exemplo de localizagao de fabrica, selecionamos a 

curva de utilidade exponencial, que caracteriza um indivi'duo avesso ao 

risco, e que tern a seguinte formulagao: 

1 -e'yx 

u(x)    para x e R e 7 > 0 

1 -e"7 

Figura 16 

i 
M (x) 

1 

1 -e-y 

1 

 W X 

/ 

1 
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A curva de utilidade exponencial 

(ver fig. 16) § uma das mais conhe- 

cidas, al&n de possuir uma proprie- 

dade que apenas a curva de utili- 

dade linear, al6m dela, possui. Supo- 

nhamos as duas loteriais: 

Figura 17 

x, + a x 

f X2 ^ x2 + a x ^ xi 

Xn X n + a 

Na situagao acima, sendo exponencial a curva de utilidade (ou linear), vale 

a propriedade:   

X! = x + a (P) 

1 
Vamos adotar 7 = —— e resolver o problema de locah'zacao, supondo ini- 

5000 
cialmente que decidimos e depois ficamos conhecendo a tarifa "a" A ar- 

vore de decisao e semelhante a da fig. 7. excetuando-se os valores terminais 

que nao serao custos mas a utilidade dos mesmos. Temos: 

Cx(a) = Kx + Rx a. 

Como estamos tratando com custos, tais valores entram com sinal negative 

na fungao de utilidade: 

u [-Cv(a)] = u (-Kx-Rxa) = 

_ 7 (-Ky-R a) 
_ 1 -e A x 

1 -e -7 

i _e
7^x+ FM ^'Kx+ 

— = 5000,5 [ 1 -e ] 

1 -e 
-7 



Essa fungao de utilidade representa uma loteria de perda e, se traparmoso 

grafico ux(K)^+ R^), obteremos uma curva simetrica a apresentada na Fig. 

16, com relagao ao eixo das ordenadas. 

A utilidade do equivalente certo de uma alternativa qualquer, sera dada por: 

U(xi)= <U 
/•5 1 

[-Cx(a)]>=y     

0,5 3 1 -e ^ 

da = 

1 

3(1 -ey) 

3- 

7 (Kx+0,5 R ) , 37 Rv ^ x (e x -1) 

7 R 

Temos, entao, para cada alternativa 

de localizagao (X), os seguintes re- 

sultados: 

Tabela 4 

X u(xj) = < u [ -Cx(a)] > 

A -27443,48 

B -36512,21 

C -76331,76 

D -41605,12 

E - 24682,78 

F -19506,01 

G -18143,27 

H -14677,77 

1 -19439,96 

Se colocarmos estes valores na arvo- 

re de decisao da fig. 7, evidente- 

mente a melhor alternativa sera H 

pois a utilidade de seu equivalente 

certo -> x^, e a maior (-14677,77). 

Embora a melhor decisao continue 

sendo H, a segunda melhor decisao 

passou a ser G, ao passo que F ficou 

em 4? piano. No caso de utilidade 

linear, F era a 2? melhor decisao e 

G a 3? Como agora a curva de uti- 

lidade corresponde a aversao ao ris- 

co, a 2?melhor alternativa desloca- 

-se de F para G pois F 6 uma "lote- 

ria mais arriscada" do que G. A al- 

ternativa I que estava classificada 

em 49 lugar passou agora para o 3? 

lugar. 

A classificapao de todas as alterna- 

tivas, tanto para o caso de curva de 

utilidade linear como para o caso de 

curva de utilidade exponencial, para 

a situagao da fig. 7, 6 dada na tabela 

5. 
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Tabela 5 

X Utilidade Linear Utilidade Exponencial 

H 1 1 

F 2 4 

G 3 2 

1 4 3 

E 5 5 

A 6 6 

D 7 8 

B 8 7 

C 9 9 

0 equivalente certo da loteria (da melhor alternariva), sera dado por: 

U (x) = -14677,77 = 1 "e X ^ 

1 -e"7 

Lembrando que < x > ^ -6500, temos que x < < x > que, como afirmamos 

anteriormente, § um resultado geral para indivi'duos avessos ao risco. 

Passamos agora a estudar a situagao em que podemos obter clarividencia 

com relagao a "a" Para isto, devemos estudar a sensibilidade da localizagao 

otima face a variagoes em "a" Temos: 

u [ -cx(a)] = 5000,5 [ 1 - e7 (Kx + RxA) ] 

Para que u [ -Cx'(a)+ ] > u [ -Cx"(a) ], fixado o valor de "a", 6 necessario e 

suficiente que Kx' ij Rx'a < Kx" + Rx" a, isto e, a utilidades maiores cor- 

responderao custos menores. De acordo com esseracioci'nioafig. 9 nosfor- 

nece o resultado desejado e, portanto, apenas F e H poderao ser LOT, quan- 

do "a" varia entre 0,5 e 3,5. Assim, a an/ore de decisao 6 semelhan'te a da 

fig. 10, excetuando os valores terminais, que serao: 

x = -6849,89 
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7 (Kf + Rfa) 
em F: 5000,5 f 1 - e T T ] 

y (Kh + Rna) 
em H: 5000,5 [ 1 - e n n ] 

A expectancia da utilidade, com clarividencia em relagao a "a", serci: 

1,0 
7(Kf + Rfa) 

< u [ -Cx(a) ] / Cla > = J 1/3x5000,5 [ 1-e " ' ' ' ] da+ 

o,5 

3,5 

+ / 1/3 x 5000,5 [ 1 - e h + Rha) ] da = - 14595,43 

1,0 

0 equivalente certo, com clarividencia, e obtido atraves de: 

u (xcia) = < u [-Cx(a)]/Cla ) = -14595,43 

=> -14595,43 = 
1 -e 

-7 xcla 

1 -e-7 

xc,a = - 6829J 8 

Se o clarividente cobrar K cruzeiros pelos seus servigos entao, aplicando a 

propriedade (P), temos que o equivalente certo com informagao perfeita em 

relagao a "a" ao custo K, 6 dado por: 

xcla,k ~ xcla ^ _ 6829,18 k 
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0 maior valor de k# sera obtido assim 

^cla k ~ ^ ^ -6829,18-k= 6849,89 

que e o valor da informacao perfeita. 

k = Cr$ 20,71 

Lembramos que no caso de utilidade linear, k valia Cr$ 33,33. 

No caso de clarividencia parcial, temos que a utilidade do equiva- 

lente certo, u (xc|a/ p), vale: 

u(xcla,p) = P ( "14595,43) + (i-pM-14677,77) 

Se p = 0,8 temos: 

u (xda, p) = -14611,89 e xc|a p e obtido atraves de: 

-14611,89 = 

1 - eJyXcla' p 

-7 
Xciar p = Cr$ -6833,01 

1 -e 

0 valor da informagao com clarividencia parcial, k'. passa a ser: 

k* = 6849,89 - 6833,01 = 16,88 

No caso de utilidade linear, k' valia Cr$ 26,66. 

Devemos, finalmente, analisar o caso de informagao imperfeita, e para isso 

construi'mos uma arvore de decisao semelhante aquelas das figuras 11 e 12, 

apresentada a seguir: 
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Figura 18 

-6886,13 

'^/aj 

0 QQ5^_ qX ^ (a/Aiai) - 2 ^ 

-5272,00 

/ {a/A2a1) = 2/5 
0,0945 

-22352,76 
/ (a/A, aj) = 2 9055 

Av 
- 7252,05 

PfA f (a/A2 a.) = 2/5 
8634,15 0945 

-21877,48 
/ (a/A, a,) = 2 9055 -9829,60 o; la\i 

Ax 
8766,16 

P(A f (a/A2 a,) = 2/5 
0,0945 

-20018,64 

9055 ^ (a/A, a,) = 2 0 
Ax 

9672,91 
42 P(A -6694,06 /a,) f (a/A2a,) = 2/5 

0,0945 

-16478.71 -14677,77 
/ (a/A, a2) = 2 008* 

Ax?^ -22214,41 
-5272,00 

A'pK7^j f (a/A2 a2) = 2/5 
0,99/9 

-22352,76 

008^ 0; /aii 
Av 

-7252,05 
PrA 

0,9979 -21759,01 

-21877,48 

0081 -19927,49 O; |aai P(,A 
-8766,16 

/a3) 
9979 

20018,64 

0081 
?KAxj*22 Ax 

P^2 /a2) 
0,9979 

/ (a/A, a2) — 2 

/i[-Cx (a)] 

5000,5 [ 1 -e7(1350 + 2975a) ] 

5000,5[l-e7(1350+2975a>] 

5000,5 [ 1 - e7 (2650 + 2425a) ] 

5000,5 [ 1 -e7(2650 + 2425a) ] 

5000,5 I 1 - e7 <3050 + 1875a) ] 

5000,5 t 1 -e7^3650+ 1875a) ] 

5000,5 [ 1 -e7^2150+ 2175a) ] 

5000,5 [ 1 -e7<2150+ 2175al ] 

5000,5 [1-e7<1350+2975a)] 

5000,5 [1-e7<1350+ 2975a)] 

5000,5 [ 1 -e7^2650 + 2425a) ] 

/(a/A, a. 1=2/5 < 5000,5 [ ! -e7(2650 , 2425a) , 

/ (a/A, a2) — 2 

/ {a/A2 a2) = 2/5 

/ (a/A, a2) — 2 

-16391,18 
-5672,91 

/ (a/A2 a2) = 2/5 

5000,5 [ 1 -e7^3650 + 1875a) ] 

5000,5 [ 1 - e7 (3650 + 1875a) ] 

5000,5 [ 1 -e7^2150 + 2175a) ] 

5000,5 [1-e7<2150 + 2175a)] 

16478,71 
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Como vemos, qualquer que seja o palpite do consultor. a decisao do empre- 

sario sera sempre a localidade H e, portanto, o valor da informagao imper- 

feita e zero. Isto ocorre pois F e mais "arriscada" do que H. 

Para terminar este capi'tulo, faremos uma observapao degrande importancla: 

Nas duas arvores de decisao que tratam do caso de informagao imperfeita — 

figuras 12 e 18, inclui'mos as alternativas I e G, embora pudessemos esperar 

que elas nunca fossem escolhidas, e isto se deve ^ forma particular do gra- 

fico da fig. 9, que simplificado assume o aspecto da Fig. 19. 

Figura 19 

Kx + Rxa 

Como H domiiia(e sempre prefenvel) 

leGpara qualquer, "a" no intervalo 
1—• 3,5 taid alternativas poderiam 

ser eliminadas que de toda a analise 

efetuamos ate aqui. 

0,5 1,0 

CONSIDERAQOES FINAIS 

Como foi visto, este trabalho pro- 

cura apresentar uma forma de tratar 

a teoria de localizagao dentro das 

condigoes de incerteza, inerentes a 

realidade empresariai, sem, no en- 

tanto, eliminar muitas das simplifi- 

cagoes, como por exemplo, o trata- 

mento de grafos sem problemas de 

circuito. 

Foi visto, tambdm, que somente 

uma das varidveis (tarifa) sofreu o 

tratamento de decisao sob incerte- 

za, o que simplifica o processo so- 

bremaneira, mas nao deixa de mos- 

trar a possibilidade de uso do trata- 

mento em todas as varidveis do mo- 

delo. 
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ABSTRACT 

The purpose of this work was to study 

plant location regarding transportation 

entailed to location trees; it was analyzed 

the case where there is uncertainty in one 

of the determinant variables of that decis- 

ion, or the rate referring to the transpor- 

tation of raw materials. 

The development of the various parts of 

the work has been done based on a nume- 

rical example. 

The • classical method used in solving a 

problem without uncertainty is the 

Cutting Method, which was first present- 

ed here. 

The solution of the problem with uncer- 

tainty is done through the use of decision 

trees, which allows also the study of the 

information value about raw materials 

transportation rate, where we initially 

only know the probability density 

function. 

The example with uncertainty was solved 

initially for the case in which the decision 

maker is indiferent about the risk, follow- 

ing the case in which he is risk adverse. 

Involvements about the decision of the 

location, as a function of the behavior of 

the decision maker, was pointed out in 

the work. 

Uma aplica<pao da teoria da decisao 


